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Résumé 

Dans ce texte, on continue notre étude de la théorie spectrale associée aux métriques intégrables 
sur une surface de Riemann compacte, qu'on a commencé dans |15| . Nous introduisons une classe de 
métriques continues sur les fibrés en droites sur une surface de Riemann compacte qu'on appellera 
métriques 1-intégrables. Nous généralisons la théorie spectrale des opérateurs Laplaciens associés aux 
métriques de classe C°° à l'ensemble des fibrés en droites munis de ces métriques. 

Comme application, on retrouve l'égalité suivante : 

^(0) = T S ((PV 00 );ÔMJ, 

obtenue par des calculs directs dans 1 14] . 

1 Introduction 

1.1 Principaux résultats 

En Géométrie d'Arakelov, développée par Gillet-Soule et Bismut, les métriques hermitiermes sont 
supposées de classe C°° . Cela est nécessaire, par exemple, afin de définir les parties de nature spectrale 
entrant dans la formulation du théorème de Riemann Roch Arithmétique, voir |12| . Or, il s'avère que ces 
suppositions sont très restrictives. Un exemple de bonnes métriques, sont les métriques canoniques sur 
les variétés toriques qui sont continues mais pas nécessairement C°°, voir |26) . |f 9] pour la construction 
de ce genre de métriques. 

Après une première approche due à Zhang, voir |26| . Maillot introduit une Géométrie d'Arakelov qui 
tient en compte des métriques admissibles et intégrables, voir |19j . Dans ce texte on complète cette théo- 
rie, au moins pour les surfaces de Riemann compactes, en construisant une théorie spectrale associée à 
ces métriques intégrables qui généralise la théorie classique. Ce qui nous permettra de définir une théorie 
de torsion analytique holomorphe dans ce cas. 

Rappelons qu'un fibré en droites hermitien (E, He) sur une variété projective complexe non-singulière, 
est dit admissible si He est limite uniforme d'une suite (/i n ) n eN de métriques C°° et positives. On dit qu'il 
est intégrable si Iie est quotient de deux métriques admissibles, voir (|7.1[) . 



Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte où hx est une métrique hermitienne continue. Au 
paragraphe (|3.ip . on rappelle la construction du Laplacien dans le cas classique agissant sur A^ ' ' (X, E). 
Soit Eoo = (E, h,E,oo) mi fibré en droites intégrable sur X, nous montrons qu'on peut associer à /i£ j00 un 
opérateur linéaire qui agit qui agit sur ^4(°' ) (X, E) et étend la notion de Laplacien pour les métriques 
C°° . On l'appellera l'opérateur Laplacien associé à He,oo et on le note par A-g . Plus précisément, on 
établit le résultat suivant, (voir théorème (|3.6p ) : 



f 



Théorème 1.1. Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne 
continue. Soit E x = (E,h,E,oo) un fibre en droites intégrable. On note par A°'°(X, E)^ le complété de 
A°'°(X, E) pour la métrique induite par hx et He.oo- 

Pour toute décomposition de Eoo = E\ t0o ® E 2 ^ en fibrés admissibles £a )0o et i?2,oo; et pour tout 
choix de suites (/ii, n ) ngN (resp. (/i2.n) n(EN J de métriques positives C°° sur E\ oo (resp. sur E2.00 ) qui 
converge uniformément vers hi <00 (resp. hi.oo) et si l'on pose E n := E\^ n ® E 2n . Alors 

1. Pour tout £ e A^^(X,E), la suite (A-^j) converge, pour la norme L^, lorsque n 1— > 00 

vers une limite qu'on note par A-g £ dans A°>°(X, E) . Cette limite ne dépend par du choix de la 
décomposition ni de celui de la suite. 

2. A-g est un opérateur linéaire de A ' (X, E) vers A°'°(X, E)^. 
3. 



L 2 ,oo 



l 

2^ 



x 



, , .df dg _ 
"e,oo {0; t) — — dz A dz. 
oz az 



V/, g G A ' (X) et o,t deux sections locales holomorphes de E tels que f ® o~ et g <£) r soient dans 
A(°>°) (X, E) . En particulier, 



DO ' L 2 ,00 ' 



V£,f e A^°~>(X,E). 



4- 



(AëJ,Ç) L2oo >0 VÇeA -°(X,E). 



Si l'on choisit convenablement (/i n ) une suite de métriques de classe C°° qui converge uniformément 
vers ft-oo, alors nous sommes capables de relier e~ tA ^°° à (e~* A "Ë™ ) N ; la suite de noyaux de Chaleur 
associés à (/i„) n . En fait, si (ft. ïi ) ïî gN vérifie les deux conditions suivantes : 

1. 

d d \~i d h n+ i 



sup 

ngN 



Voz az/ az 



< 00 



sup 



où {^-} est une base locale de TA. Rappelons que 
choix de la base locale. 



ne dépend pas du 



2. 



E 

0=1 



h n - 



1 



< 00. 



Alors, nous montrons le théorème suivant, (voir théorème 
Théorème 1.2. On a, 



-> e 



-tA-5 



dans l'espace des opérateurs bornés sur le complété de A 1 - '^ (X, E) pour la métrique L 
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Après nous montrons que A-g possède un spectre discret, infini et positif. L'étape suivante consiste à 
étudier l'opérateur p°° e - tA L,=° f ù P°° est la projection orthogonale à ker Ae,oo pour L^. Nous montrons 
qu'il est nucléaire, on peut alors introduire la fonction Thêta associée en posant : 

MO := Tr(P°°e- tA ^-) Wt > 0, 
Nous montrons qu'on a convergence simple de : 

(*«(*)) „ 6N ► M*) vt>o, 

où 6 n est la fonction Thêta associée à As ) / ln . 

Ces résultats sont regroupés dans le théorème suivant, (voir théorème (|4.20p ) : 

Théorème 1.3. Pour tout t > 0, e ~ tA E,°° est un opérateur nucléaire. On a 

lim e u {t)=e 00 {t). 



La fonction Zêta définit par 



est holomorphe sur Re(s) > 1 et 



r(s) Jo 



oo 



,{t)t s - x dt, 



Coo(s) = Et^ VRe(s)>l. 

fc=i °°< fe 

admet un prolongement analytique au voisinage de et on a 

C(0) = lim C(0). 

w— ^oo 

avec £ u esi la fonction Zêta associée à Ae, u - 

On notera qu'afin de démontrer ce théorème on aura besoin d'une borne inférieure positive non nulle 
pour la suite (Ai jra )„ e N, où Ai !rl est la première valeur propre non nulle de A-g pour tout n G N. 
L'existence de cette borne sera déduit de la proposition suivante, qu'on établit dans (|7.17p : 

Proposition 1.4. Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites holomorphe. 
Soit He,oo une métrique hermitienne continue sur L. Soit (h„) n une suite de métriques hermitiennes C°° 
sur L qui converge uniformément vers hoc. Alors il existe une constante a ^ telle que 

a < -r^- < -, VKp< q. 
Ai, p a 

On termine par montrer que la suite des métriques de Quillen (|| • \\Q.h n )neN converge vers une limite 
et que cette dernière est représentée par la métrique || • \\q,h.^ = \\ ■ ||l 2 ,oo cx p(Co(0))- 



1.2 Organisation de l'article 

Dans le chapitre @, nous introduisons la notion de métrique 1-intégrable. On considère alors la 
définition suivante : 
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Définition 1.5. Soit (X,un une surface de Riemann compacte et u>x une forme de Kdhler. Soit E = 
(E^hoo} un fibre en droites intégrable sur X . 

On dit que [E, /i^) est 1-intégrable s'il existe une suite (^n) ngN de métriques de classe C°° sur E qui 
converge uniformément vers vérifiant que : 



1. Il existe E\ et Ei deux fibrés en droites admissibles tels que E = E\® E 2 et deux suites (h\ 



et (/12 



de métriques positives de classe C°° sur E\ respectivement sur Ei telles que \h\. 



respectivement (ft-2,n) neN converge uniformément vers ft.1,00 respectivement vers /i2,oo et que 
ou il existe h! , une métrique positive de classe C°° telle que h n <S> h' est positive, Vn € N. 



Kl VneN. 



2. 



3. 



oo , 
V"^ Il n n 



1 



< OO, 



sup 

n6N>] 



d 



<x 



/ d \ 

\dz' dz) dz ° h n 



d h n 
log- 



< oo. 



(1) 



Les principaux résultats du chapitre concernant cette nouvelle notion de métriques sont les théo- 
rèmes (I2.5p et (|2.12p . Nous commençons tout d'abord par remarquer que 



'-A' 



/ d d \ ~\ d 
\dz 7 dz) dz °^ 



net 



est une suite de fonctions bien définies sur X et qu'elle est L 2 -bornée. On notera à l'aide d'exemples que la 
convergence uniforme n'est pas suffisante pour garantir ([ÏJ . Nous établissons que toute métrique continue 
avec des conditions de régularités faibles sur un fibré en droites sur une surface de Riemann compacte X est 
intégrable, c'est l'objet du théorème (|2.5I) ; L'idée clé est le fait que toute métrique positive est admissible. 

Dans la proposition (|2.8p . on y trouve une large classe d'exemples de suites de métriques sur 0{m) 



sur P 1 vérifiant JTJ) et on notera qu'on peut avoir aussi lim„ e N hx y§^t -§^j log h hn - 



= 0. 



Afin de répondre, partiellement, à la question ((IJ, on se restreint à la classe des métriques intégrables 
invariantes par l'action de S 1 , par exemple les métriques canoniques sur P 1 . Notons que les résultats 
énoncés ici, sont tous vérifiés par les métriques canoniques sur P . Dans la proposition (|2.1ip . on s'inté- 
resse à des métriques d'origine dynamique. L'observation des différents exemples nous amène à introduire 
la classe des métriques intégrables invariantes par S 1 qui sont C°° sur P 1 \ S où S est un compact de 
P 1 \{0, oo}, par exemple la métrique ^^tt~i n^n est intégrable, invariante par S 1 et C°° sur P 1 \{|z| = 1}. 
Le principal résultat de ce paragraphe est le théorème (|2.12p , où on montre que ([T]) est vérifiée si hoo est 
intégrable, invariante par S 1 et de classe C°° sur P 1 \ S avec S un compact de P 1 \ {0, oo}. 



D'après le théorème (|2.f 2p . il est naturel d'introduire la définition suivante : Soit X une surface de 
Riemann compacte et /ie.oo une métrique admissible sur E, un fibré en droites sur X. On dit que hB,oo 
est 1-admissible s'il existe une suite de métriques positives de classe C°° sur L qui converge uniformément 
vers h,E, oo telle que 

sup 

nëN* 



\dz dz' dz 



h n -i 



< oo, 



s 1 1 p 
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(où {-§^} est une base holomorphe locale de TX) et 

k-n. 



E 



< 00. 



et plus généralement, /i£ j00 sera dite " 1-intégrable" s'il existe h\ tOC et /i2,oo deux métriques "1- 
admissibles" telles que 

Avec les notations de la définition (|2 . 13|) . on montre qu'il existe des métriques 1-intégrables continues 
mais non C°°, c'est l'objet du théorème (j2.15[) . Notons que nos résultats s'étendent à toute métrique ayant 
cette propriété. 

Remarquons que (|2.5[) . nous fournit une large classe d'exemples d'application pour la théorie dévelop- 
pée dans le texte. 

Les paragraphes (I3.2[) et (|3.3p sont consacrés à l'extension de la notion du Laplacien généralisé aux 
cas des métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes sur une surface de Riemann compacte. 
On propose deux approches différentes, dans la première nous montrons que pour tout choix (h n ) n de 
suites de métriques positives C°° qui converge uniformément vers une métrique admissible h cai la suite 
d'opérateurs A-E,h„ converge fortement pour la métrique L 2 vers un opérateur qu'on notera par A-^ , 
voir le théorème (|3.6p . Lorsque X = P 1 , le théorème f|3 . 16[) décrit la deuxième approche qui consiste à 
définir directement l'opérateur Ae^^ par une formule qui étend l'expression locale du Laplacien dans le 
cas C°° en montrant que le coefficients de ce dernier ont encore un sens dans le cas de fiE,oa- 

On termine, par prouver que les deux approches définissent le même opérateur, qu'on appellera le 
Laplacien associé à h,E,oo- 

Dans le chapitre ([S]), on étudie la variation de la métrique sur TX. On considère une métrique inté- 
grable sur TX, qu'on lui associe un opérateur Laplacien noté Ax.oc- on montre qu'il admet un noyau de 
chaleur e~ tAx '°° qui peut être approché par une suite de noyaus de chaleur ( e ~ tAx, ")„ de classe C°°. 

Le ^ constitue une annexe regroupant quelques résultats techniques utiles, on y trouve un rappel sur 
les opérateurs bornés, compacts et nucléaires sur un espace de Hilbert. En combinant plusieurs résultats 
on établit dans (jU), que 

est un opérateur nucléaire, en d'autres termes nous établissons que 

M*) :=J2 e ~ tX ~' k <TO 

k>l 

où {Aoo^jfegN sont les valeurs propres de Ae^^ comptées avec multiplicités. Si l'on note par 

1 r°° 

1 ' *a-lz 



r ( s ) Jo 

alors nous montrons notre principal résultat de ce paragraphe : 

HmC(0) = C(0) 

est la limite est finie. 
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Cela explique nos précédents calculs et le fait que 



T ff ((P 1 ,a; oo );O(m) oo )=Ci^ Ioo (0) 

où le ternie à gauche est obtenu comme limite de C^(O). 

L'appendice ((7]) regroupe quelques lemmes et résultats qui seront utilisés tout au long de cet article, 
par exemple on établit un lemme technique qui nous permet de construire à partir d'une famille discrète 
ou une suite (/i n )neN de métriques hermitiennes, une famille à paramètre continu u G [1, oo[ qui interpole 
(ftn)neN aux points entiers et qui varie de façon C°° en fonction u. Ce lemme sera utilisé pour étudier 
en particulier la variation des e~ tAL - h ™ en fonction de n en utilisant la formule de Duhamel pour J^-e~ tA " . 
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2 Sur les métriques intégrables sur P 1 

Dans ce paragraphe, on s'intéresse au problème suivant : Etant donnée une métrique admissible, 
plus généralement intégrable (voir (|7.ip pour la définition), existe-il une suite (/i„) n gN de métriques 
hermitiennes positives de classe C°° qui converge uniformément vers hçyQ telle que : 



sup 

ngN 



hx{— —)^ — lo kn < oo (2) 
dz' dz dz h n -i sup 



G 



Si l'on fixe une métrique L 2 sur ^'"(P 1 ), alors la suite ( hx(-§^, J-j) 2 log -^-^ 
en effet on a 



est L -bornée, 



» en 



h (— —)^ — \o hn 

^dz' dz' dz h n -\ 



(on a utilisé la positivité de c\{L, h n )). 



d d i d h n 
x ^ dz' dz dz^°^ 



X 



dz^h^- 



L0 X 



log 



A" 



< 



h n -i 



lOb , 

X IT-n-l 



(cx(L,h n ) - c\(L,h n -\)) 
h 



<2deg(L) 



lo; 



Ct(L, hn) 

h n 



lob , 

X n "n.—l 



c\(L, h r , 



sup 



On remarque qu'en général, le fait que (h n )n& converge uniformément vers h^ n'implique pas né- 



cessairement la propriété @, en effet, si l'on considère par exemple le polynôme P(z 
pose h n la métrique hermitienne sur 0(1), définie comme suit : 

^0 



2, et on 



(l + |P(«)(z)| 2 )2" +1 



alors on montrera que (/i n ) ra gN est une suite de métriques hermitiennes positives de classe C°° qui converge 
uniformément vers une métrique continue qu'on note par h x cf. [26] . Mais, comme 



ÔZ 8 n[ ' 2™ l+|P(«)(z)| 2 l+|P(«)(z)| 2 



et puisque P(2) = 2, alors 
Par suite, 



d 2" +1 
-log M 2H — 



h (— _ )~è d log 



(2) 



r 2™ Vn G N. 



Il est naturel de s'intéresser aux métriques intégrables singulières, puisqu'on les métriques qui sont C°° 
vérifient automatiquement la question ci-dessus. On commence par étudier une classe de métriques as- 
sociées à des systèmes dynamique sur P 1 , on montrera que se sont des métriques intégrables singulières 
plus précisément on va montrer qu'elles sont toujours de classe C°° sur P 1 \ S, où S est un compact de 
C. On en déduira des exemples de métriques vérifiant la condition ci-dessus. 

Plus généralement, on démontrera que toute métrique intégrable invariante par l'action de S 1 et qui 
est de classe C°° sur P 1 \ S où S est un compact de C* , par exemple les métriques canoniques sur les 
fibres en droites sur P 1 , vérifient la propriété @. 

On note par S l'ensemble des compacts de P 1 \ {0, oo}, notons que cet ensemble est stable par union 
finie. Si h\ (resp. h 2 ) une métriques continue de classe C°° en dehors Si (resp. S2) avec S±, S 2 G S alors 
hi ® h 2 est C°° sur P 1 \ (Si U S 2 ). 



1. où P {n+1 \z) = P(P(")(z)) pour tout n G N. 
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Définition 2.1. On note par PiCi ?t t j 5(P 1 ) I e sous-groupe de PiCm^P 1 ) formé des classes d'isomorphie 
isométrique des fibrés hermitiens intégrables L — (L, h) sur P 1 tels que h soit de classe C°° sur P 1 \ S où 
SeS. _ 

PiCint.s.olP 1 ) ^ e sous-groupe de PiCi n t(P 1 ) engendré par les métriques de classes C°° et les métriques 
radiales intégrables qui sont C°° sur le complémentaire d'un élément de S. 

On note que Pic(P 1 ) est un sous-groupe de PiCi„t ! 5 i o(P 1 ) 

Aussi, on définit CH ints (J? 1 ) comme étant le sous-groupe de Ciï^^P 1 ) engendré par les éléments 
de la forme a ■ c\ (L) q , oùaeCH (P 1 ). 

On rappelle le lemme suivant qui sera utile dans la suite : 

Lemme 2.2. Soit [a,b] un intervalle compact de M. et (./n) n(EN une suite de fonctions réelles convexes 
différentiables sur [a,b]. On suppose que (/n) n6N converge uniformément vers une fonction f sur [a,b], 
alors pour tout [a, 8] c]a, b[ il existe une constante c telle que 

\.fn(x)\<c, Vxe[a,/3] VneN. 

Démonstration. C'est un résultat classique. □ 

Proposition 2.3. Soit X une variété complexe projective et L un fibré en droites ample sur X . Toute 
métrique positive sur L est admissible. 

Démonstration. Voir |19l Théorème 4.6.1]. □ 

Proposition 2.4. Soit X une variété complexe de dimension d et A C X un ouvert relativement compact 
tel que A soit une sous-variété réelle à coins de X. Soient f et g deux formes différentielles de classes C 2 
au voisinage de A de bidegrés (p,p) et (q, q) telles que p + q = d — 1. On a : 

[ (fdd c g - gdd c f) = [ (fd c g - gd c f) 

J A JdA 

Démonstration. Voir par exemple [7]. □ 

Théorème 2.5. Soit X une surface de Riemann compacte. Soient Ai C Ai C . . . C A m d X m ouverts 
non vide relativement compacts tels que A\, ... , A m soient des sous-variétés réelles à coins de X . 

Soit g une fonction réelle continue sur X . On suppose que pour tout i > 1, il existe une fonction gi 
de classe C 2 sur un voisinage ouvert de Ai \ A^-x, on prend Aq = 0, telles que 

et 

d c Qi = d c gi^\ sur dAi, Vi > 2. 

Soit L un fibré en droites sur X et h' une métrique hermitienne de classe C°° sur L alors la métrique 
suivante : 

h g = h' exp(g) 

est intégrable. 
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Démonstration. Soit A°'°(X) + le sous-ensemble de A°'°(X) des fonctions positives. On choisit un plon- 
gement de X dans un espace projectif et note par (0(l)< x ,hps) la restriction à X de 0(1)fs P ar ce 
plongement, c'est un fibré en droites strictement positif sur X. Pour montrer la proposition il suffit de 
montrer qu'il existe TV S N tel que le courant 

dd c (-\og(h% s <S>h g )) > 0. 
Comme h' est C°° donc, elle est intégrable, alors il suffit de montrer que la fonctionnelle 

\J x gdd c f\ 



<peA»' u {X)+\{0} 

est bornée, où u>x est une forme volume de classe C°° . 
On a 



/ gdd c tp = V /_ gdd c Lp 

m „ 

= V /_ ^d<i c tp 



^ /_ dd c giV? + / _(gid c ip - ^ef g,:) - / {g%d c ip - <pd c gi) §2Â 

l=1 J AiXAi-i JdA, JdA,-! 

va r. m « 

V /_ dd c g t ip + y2 {9i~ 9i+i)d c V+ I ip(d c g t - d c g l+1 ) 



m „ 

y~] _ dd c gnp 



I Ai\A 

Soit z une coordonnée holomorphe locale et soit un difféomorphisme holomorphe au voisinage de z. 
Si l'on pose y := 9(z), alors : 

X \dz 1 dz) dzdz Xdy 1 dy) dydy 1 

où {^} est une base locale de TX, ^ = et <jr(y) = g(6~ 1 y). 

Par hypothèse sur g et d'après la règle de changement de variables précédente, on a 

d d \-i <9 2 5 



'A" 



f-,-V 



dzdz 1 



est bornée, sur chaque carte de X. Comme X est compacte, alors on conclut qu'il existe deux constantes 
c, d telles que 

ci tpu x < I dd c gip<c' I tpux V(p <E A 0fi (X)+. 
Jx Jx JX 

Il existe N G N tel que 

N Cl {0{l) FS]x ) + cux > 0. 

Par conséquent 



N l fc 1 (0(l) F s lx ) + logh g {s,s)dd c cp> / <p(N Cl (O(l) F8ix ) + cu x )>0. 



X JX 
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On conclut que 

est positive, donc admissible par (|2.3|) . 
Remarque 2.6. Si l'on pose 



h$% ® h g , 



9 = log 



□ 



hFs' 



où /ioo est la métrique canonique de 0(1), alors g est un exemple de fonctions vérifiant les hypothèses de 
la proposition. 

Remarque 2.7. (|2 . 5f) peut être étendu en dimension supérieure. 

Proposition 2.8. Soit m un entier positif non nul. Sur P 1 , on munit le fibré en droites 0(m) de la 
métrique suivante : 



h x ,p('> "Xfro : Xi]) 



(\x \x(p) + \xi\x(p))^ 



où x est une fonction réelle croissante définie sur M + telle que xip) G N*, si p G N*. Alors, il existe une 
constante Cq telle que 



'■x,p 



l x>p-i 



< c 



x(p - !) X(p) 



(3) 



i?n particulier, (h XlP ) p converge uniformément vers hoo ; la métrique canonique de 0(rn), et il existe c\ 
et ci deux constantes non nulles telles que 



Cl 



1 x(p-i) 


< 


x(p) 





fc/A ^ )~l ^ log fe x,p 



x,p-i 



< c 2 log 



x(p) 



Vpe N>i. 



Démonstration. Soit x > 0, on a 



(1 + x*W)-ih = x'(t) / log(l + ^)) _ ^(Oiog^xW s 
xW 2 ^(l + xx(*))Hty (l + sx(t)) 1+ HïT^ 



Lorsque < x < 1, on montre que 



i(l + a *W)-xfe <(21og2 + e - 1 )||l. 



donc, Vp £ N>i 

(l + x x(p) )~^ïï> _ (! + jbXCp-iJJ-î^ït 



p /log(l + x x ^) x^logx^W 



P -ixW^(i + ixW)i) (i + x x(t)) 1+ ^k 



dt 



< (21og2 + e- 1 ) f 

Jp-i 

= (21og2 + e- 1 ) 



xW 2 ' 

i i 



x(p - 1) xip) 
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On obtient alors, pour tout \z\ < 1 : 



'■x,p 



*-(z)-l 



(i + \z\^y 



(i 



*:(p))HpJ 



< 2 



(1 + |z|x(p-i))HF^ï7 (1 + \z\x(p-^)^U^J 
(1 + |z|x(p))ïfej 



(1 + |z|x(p-!)) x(p-i) 

< 2™(21og2 + e- 1 )(^ T y - ^y)(l + \z\^)^ 

>\y(v- 



< 2 m 2^ïJ(21og2 + e" 



-x(p-i) x(p) 



Si \z\ > 1, il suffit de remarquer que h hx,p - (z) = h hx,p - (j) et de se ramener au cas précédent. On 
déduit que (h x . p ) p converge uniformément vers une limite qui n'est autre que ft-oo ; la métrique canonique 
de 0(m). 



On a pour tout z e C, 



max 



(1, z ) — log , x ' p (z) = mmaxfl, \z\ 2 )-[ , , , , ' , , — ^ ). 



y|X(P" 



Notons que cette quantité est bien définie en z = 0, puisque > l,Vfc G N. 
On voit que 



m ax(l,|,|) 2 |-log T ^(:) 



= mmaxfl, |z| 2 ) — 

z 



;|X(P) 



j|x(p-i) 



<9z h Xi p—i 

Montrons qu'il existe deux constantes c\ et C2 telles que 
Xi? - !) 



Cl 



1 - 



x(p) 



< 



d d i d h x , p 



x(p) 



< clog 



x(p- 1) 



< 2m Vz e C. 



Pour montrer l'inégalité à droite, cela il suffit de montrer que pour tout x e]0, 1[, on a 



l + a;x(ï>) l + ^xb- 1 ) 
Fixons a; dans ]0, 1[. On a, Vp € N>i 



< c 2 a; log 



x(p) 
x(p- 



î 



i 



p x >( t ) x x(t) \ ogx x(t) 
(*) 



< c 2 s 
= c 2 a;log 



r xi 

Jp-i X' 



x(t) 
x(p) 



dt, c 2 := sup 



yX(t)-l|l gyX(*)| 



y 6 [0,l],t>0 (i + y*«) 2 



X(P - !) ' 



(4) 
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Montrons maintenant l'inégalité à gauche. On a, pour tout x G]0, 1[ 



1 



x(p-i) 
1 + X *< p > 



l + x 



I x(p-i) 

\x — X x&i 



1 

> - 

- 4 



(1 + x) (1 + X *(P) ) 

x(p-i) 



> 



1 - 
1 - 



xip) 

xip~ !) 



log x x Cp où c p £ 



xiv ~ 1) - 

xip) 



xip) 



logxl x, 



(le c p résulte de l'utilisation du théorème des accroissements finis) par suite 

> sup 



h(— —)-h — \ g hx > p 
dz' dz dz 



l x,p-i 



N<1 



h(— - )~è _ log hx > p (~) 
dz ' 9z <9z h XtP -i 



m 

sup — 

o<x<i a; 



> m sup 

0<a;<l 

> m sup 

0<a;<l 



1 



1 



1+XX(P) 1+XX(P-!) 
1 1 



x(p-i) 
1 + X x(p) 



x(p - 1) 



l + x 



loe 



xip) 



Si l'on pose 



alors 



lim sup 

pi— foo 



, ,. xip - 1) 

/ := limsup — — . 

p^oo XKP) 



Oz oz h X:P -i 



^0. 



si Z < 1, (par exemple, xip) — 2 P )- En effet, on a pour tout z fixé 



lim sup- 



pHoo r | z |^Tp7 ^1 + (|z|Hp7)x(p) 1 + (Izl^tk)x(p- 1 ) ^ 1 + M 1 + M ; 
Si l = 1, alors de (HJ, on déduit que 



lim sup 

pi— foo 



^ — , — Mog— ^ 

oz oz "x.p-i 



0. 



Remarque 2.9. limsup^^ log + 0, si limsupp^^ x ^ {p) ±l ^ 1 par exemple 



x(p-i) 



□ 



pour xO) = 2^, et limsupp^ log ^ 



s il p 



0, si limsupp h 



x(p-i) 

>oo x (p) 



1 par exemple si 
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Remarque 2.10. Lorsque \ est un polynôme, alors il existe une constante c 7^ telle que 

d d . x d j h 
K dz' dz dz h XtP -i 



Hi-,i-r^log-p^- ~ -. (5) 

" SUp pi— ^CîO p 

Proposition 2.11. Soit L un fibré en droites sur P 1 , engendré par ses sections globales, et f : P 1 — > P 1 
un morphisme de degré d, défini par un polynôme P(z) = z d + a\z d ~ x + • • • + a^. Le morphisme f induit 
un isomorphisme de fibrês en droites : 

<j):L d ^ f*L. 

On considère h\ une métrique hermitienne positive de classe C°° sur L, on construit par récurrence une 
suite (hp) P £fi sur L comme suit : 

Cette suite vérifie les propriétés suivantes : 

1. (fap)peNO converge uniformément vers une métrique continue. 

2. hao est admissible. 

3. Il existe J , un sous-ensemble compact de C d'intérieur vide tel que soit de classe C°° sur P 1 \ J . 

4. Si ad = ad-i = alors ^ J . Dans ce cas, on pose 

h n (-,-) = \-\ 2 e^ et h 00 (-,-) = \-\ 2 e^, 

où ïp n = J sl logK, et tpoo = J gl log/ioo. Alors, on a 

(a) h n est invariante par S 1 , positive et de classe C°° , Vn G N. 

(b) hoo est invariante par S 1 , positive , de classe C°° sur P 1 \ J et non de classe C°° au voisinage 
de J. 

(c) ngN converge uniformément vers hr*,. 
En d'autre termes, (Lj/loo) G PiCint^sfiÇ^ 1 )- 

Démonstration. On a 1) et 2) sont due à [2Q\. 

Soit ci (L, hoo) le courant de Chern associé à (Ljhoo), alors on montre dans [S], que le support de 
la puissance maximale de ci(-L,h 00 ), donc cif-C, hoc ) dans notre cas, coïncide avec l'ensemble de Julia 
qu'on note J, c'est un sous-ensemble compact de C d'intérieur vide, voir [201 Corollaire 4.11]. 

Montrons que hoo est de classe C°° sur P 1 \ J . On pose u — — loghoo, U :— P 1 \ J et on note par v le 
courant dd c u. On a v\ v = c\(L, hoo)| L , = 0, en particulier v est de classe C°° . D'après [TÔl 1.2.1 théorème], 
il existe u' un courant de degré (0, 0) tel que 

v = dd c u', et u\ est C°° . 

Comme dd c (u — u'j = et puisque P 1 est compact Kâhler alors d'après |10l 1.2.2 théorème], il existe ui 
une forme harmonique, telle que u — u 1 = u. Mais P 1 est projectif donc u est une fonction constante, par 
suite, u\ v est C°° et donc l'est aussi. Cela termine la preuve du 3). 

Avant de démontrer le 4), on note qu'il possible d'avoir G Supp(ci(L,hoo)), par exemple, si P(z) = 
z 2 — 2 alors on montre que J = [—2, 2], voir |20l lemme 7.1]. Supposons que P est de la forme suivante : 



P(z) = z d + a lZ d 1 + ■■■ + a d - 2 z , 
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et montrons que dans ce cas, que log est nulle au voisinage de zéro, ce qui est suffisant pour 
montrer 4). Par continuité, il existe n > tel que |-P(z)| < \z\ pour tout \z\ < -q. Par suite 



Soit \z\ < tj, on a 



|p(")( z )|<i V|z|<^ VneN. 



— log h n (z) 

oz 



1 ^(pW(«))PW(z) 



1 + \PM{z)\ 2 



< 



< 



< 



2d n 

V 
2d n 

q 



d_ 

dz 



'P [n) {z)) par© 



P(»)(£) 



|É|=»J (£ - ») 
1 



i?m ICI -M 



r|d£| par© 



(G) 



on a donc, montré que pour tout \z\ < ?, 



(9 



— log h„(z) 



< Vn6l 
~ d n 



Par un théorème classique sur la convergence uniforme de suites de dérivées de fonctions différentiables, 
on déduit que log hoc est différentiable sur {|z| < |} et J-^ log hoo = sur {\z\ < |}. On pose 



:= / log h.,, 
Js 1 



Vu s N et ip :- 



log h D 



Donc, 



M") :=HV", 

est de classe C°° et elle est radiale par construction. On a dd c log h n — j sl dd c log h„, donc h n est positive. 
On vérifie que (^n) neN converge uniformément vers ft.<x,(-, •) := | • | 2 e^°° qui est C°° sur P 1 \ J. On conclut 
que ft-œ € S. 



Notons que /loo est nécessairement non C°° au voisinage de J ; En effet, supposons que est C°° 
sur P 1 . Puisque J est d'intérieur vide, alors l'adhérence de P 1 \ J est P 1 et par la continuité des dérivées 
secondes on déduit que c\(L, hoo) = au voisinage de J ce qui est impossible. 

Notons que ce fait, n'est pas trivial puisqu'on peut trouver une métrique C°° telle que le support de 
sa première forme de Chern soit un compact de P 1 \ {0,oo}, en considérant par exemple une fonction ip 
sur C telle ip = au voisinage de 0, de classe C°° en un voisinage ouvert de S 1 et ip(z) — log \z\ si \z\ 3> 1, 
alors ip définie une métrique sur 0(1) (puisque ip — ipoo est une fonction bornée sur P 1 ) et montre que le 
support de sa première forme de Chern est un compact de P 1 \ {0, oo}. □ 

Théorème 2.12. Soit h une métrique intégrable sur un fibré en droites L sur P 1 . On suppose que 
hoo est invariante par l'action de S 1 et qu'il existe S G S tel que h soit de classe C°° sur P 1 \ S. Si 
hoo = /li,oo ® ^2~oo avec hi t oo et /12.00 sont deux métriques admissibles, alors pour tout choix de suite 
(^i.n) ngN (resp. (/i2.n) ngN J de métriques positives de classe C°° convergeant uniformément vers hi lOC 
(resp. hï.oo), il existe (hn,p) neN une suite de métriques de classe C°° qui converge uniformément vers hoo 
telle que 
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1. 



2. Il existe M > tel que 



log- 



K- 



v \dz' dz) dz\°^h pn -i 



< 



log 



h n - 



<M VneN>i. 



(7) 



(8) 



3. Il existe h! , une métrique positive de classe C°° telle que h p , n (g) h! est positive pour tout neN. 

Démonstration. Soit h une métrique intégrable invariante par S 1 et à singularités contenues dans un 
ensemble S appartenant à S. 

Par définition de S, il existe deux réels < r < R tels que 

Sc{r< \z\ <R}. 

Il existe /ioo,i et /lœ^ deux métriques positives telles que — /ioo,i <g> ^ et deux suites (/ii,„)„gN 
et (/i2,n)neN de métriques positives de classe C°° qui converge uniformément vers /ii j(X) respectivement 
vers /i 2 ,oo sur P 1 . Biensûr on s'assure que toutes ces métriques sont invariantes par S 1 . 

On pose h n — <g> /i^" „ Vn, ip = logft-oo, = ^ogh n pour tout neN. 

Soit p une fonction réelle de classe C°° sur P 1 radiale telle que < p < 1 et vérifie : 



1 si |z| < § 

r < |z| < R 

1 U|<2iî. 



On pose 



et 



4>n,p( Z ) ~ Pi 2 )^ + C 1 - P(z))^n(z) 

ft»,,(s,s) = | S |V-, 



pour toute section locale s de L. 
On a, pour tout n G N>i : 

log 



hn—l,p 



1pn,p ~ lpn-l,p = (l - p{z))(tp n -i - Vn) = (l ~ P{z)) log ( ) , 



donc, 



log 



fon — l.p 



< 



sup 



log 



K- 



Vn € N>i. 



sup 



On a aussi, 



N. 



alors, pour tout neN, h n , p définit une métrique hermitienne continue sur L, en plus on note que la suite 
{hn,p) n converge uniformément vers h^. On a Vv? = Vm sur { r < \ z \ < R] et comme ^ est de classe 
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C°° au voisinage de {|z| < r} U {\z\ > R} alors la métrique ft.„ iP est de classe C°° . 
Commençons par remarquer que 

h (— —Y* —do hn,p ) = 

\dz' dzJ dz^ h n -i^p' 

saxF l \ ({\z\ < |}u{|z| >2i?}). 
On pose pour tout hêE: 

C n ,i(u) ■= log/i„,i(exp(-u)) pour i = 1,2, 

C„(u) :=C ni x(u) -C„ l2 (u) = (log/i„(exp(-u))), 
C„, p (u) := log/i„ !P (exp(-u)), 
Coo(u) := log hoc (exp(-u)) . 

On a 

C„, p (u) := p(exp(-u))Coo(u) + (l - p(exp(-u)))C n (u) 
= p(u)Coo(u) + (l - p(u))C„(u). 

Donc, 

C«. p (w) = P (w)(Coo(w) +p(w)C^(w) + (l - p(u))C^(u) Vu G M, 

Notons que cette quantité est bien définie. 

Puisque C n ,i est concave et C°° pour i = 1, 2 et n G N, alors d'après (|2.2p . est uniformément bornée 
sur compact de R. En notant que | = |#||Jjlog/i*| cela permet d'affirmer l'assertion (|5|). 

Montrons qu'il existe une métrique positive h' telle que h n p (g> h' soit positive pour n >> 1. Donc, en 
language de la théorie des fonctions concaves, il suffit de trouver une fonction concave C telle que 

C'^ p (u) + C"{u) < 0, Vne N, Vu G R. 

Rappelons que 

où tp est C°° qui vérifie ip(z) = ip(\z\) et C(u) := 7/>(cxp(— u)), Vu G M. 
On a 

c;;» - p»(c(u) -c„(u)) + 2^{u){c\u)-c' n {u))+p{u)c' f {u) + (i - ?(«))c;'(u) vu e r. 

Notons encore que cette quantité est bien définie. 

Sur {u < -log(2iî)} U {u > -logf} = {\z\ > 2R} U {\z\ < §}, on a 

C(u)=C(«), 
Par suite, C" est négative sur cet ensemble. 
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Sur < |z| < 2i?} = {— log2iî < u < — log ^} =: K, K est un compact de R. donc C' n est unifor- 
mément borné sur K. On voit donc que C" p (w) est une somme de deux termes, un terme qui est négatif 
sur K, et le deuxième est borné uniformément en n sur K. 

Si l'on considère par exemple la métrique de Fubini-Study hps et on pose Cfs(u) = — log(l + e~ 2u ), 
alors, par un calcul direct, on montre que 

C'fs(u) = - , 46 \ 2 < max(C^(a),C^(l),C^(6)) Va < « < 6. 
(l + e- 2 «) 

Donc sur on aura 

7 „ , s . / 16i? 2 4e 



Cpoiu) < max — - 

S V (l + 4i?2) 2 ' (l + e-2) 2 ^ 

Donc, on peut trouver N G N tel que 

C'n, P {u) + NC' FS {u) < Vu € M, 

ce qui veut dire que 

est positive, donc admissible par (|2.3I) . □ 

Définition 2.13. Soit (X,ui) une surface de Riemann compacte et u>x une forme de Kahler. Soit E = 
i^E^hoa) un fibré en droites intégrable sur X . 

On dit que (E 7 hoo) est 1-intégrable s'il existe une suite (^n) neN de métriques de classe C°° sur E qui 
converge uniformément vers vérifiant que : 

1. Il existe E\ et Ei deux fibrés en droites admissibles tels que E = E\®E 2 et deux suites (^i,n) ngN 
et (/i2.n)„ eN de métriques positives de classe C°° sur Ei respectivement sur E 2 telles que (/ii,n) neN 
respectivement (^2,n) n6N converge uniformément vers h± <00 respectivement V6TS /ï<2,oo d QU6 

h n = hi, n <8> h 2 x n Vn e N. 
ou il existe h' , une métrique positive de classe C°° telle que h n <g> h' est positive, V?i G N. 



n=l 

3. 

sup hx 

n£N >1 



oo , 

|| n i 



< OO, 

sup 



\dz J dz) dz °^ h n -i 



< oo. 

sup 



On note par PiCmt.i (X\ le sous-ensemble de Pic^t (X) formé par les classes d'isomorphie isométriques 
des fibrés en droites 1-intégrables. 

Proposition 2.14. Soit X une surface de Riemann compacte. On a PiCi„ ti i(X) est un sous-groupe de 
PiCmt(^) qui contient Pic (Jf) . 

SiX = F 1 , alors 

Pic ini ,s,o(F 1 ) cPic^P 1 ). 
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Démonstration. Soit (Li,h&, ) et (L2,h^) deux fibrés en droites munis de métriques 1-intégrables. On 



,(2) 



considère (h n {) ngN et (/?,„ 2) neN deux suites comme dans la définition (12 . 13[) associées à hàJ respective- 

(2) 

ment à hno . On a 



sup 

ngH>! 



9 d\~i d , ( h [ n ] ®h [ n ] 



X (<9z ' <9z) 9z °^ 



< sup 

sup n£N>] 



sup 

nGN>! 



h (— —\ ^ — lo — 

X \dz' dz / dz ^ h^ 1 

\dz' dz/ dz 



h (2) 

"n-l 



sup 



Du lemme (|2.16p . il existe C et C deux constantes positives telles que pour n 3> 1 

® /il 2 ' 





1 

2 




)-> 


< c* 






sup 





< c 



< c 



<c" 



log 



(i) 



log 



n n-l 
h (1) 



,(2) 



log- 



s u p 



log 



,(2) 
h {2) 



ce qui donne, 



E 

nëN 



s u p 



< 00. 



,(2) 
"n-l 

Un 



su p 



u (2) 
l n-l 



sup 



sup 



Donc. 



(L x ,/i«)® (L 2 ,hW) ePic inM (X) 
Soit (l^ftO-)*) le dual de (L^h^î), on a 



oo (1), 
llfl 



E 



' — 'II?/ 1 )* sup ' — 'Il /,W sup II >,W 

n=l "n-l n=X "n "n-l 



< 



E 



"n-l 



,(1) 



1 II 

2 «n 



(X) 



,(1) 



sup 



< sup 

fc6N>i 



I /lfc-1 



x ~° n f,W 



E 



Sun * — ' Il 

y n=l "n-l 



s il p 



est fini. On conclut que 



sup 



comme converge uniformément vers hoo alors sup fe6N; 

(L\,h {1) *) £ Pic int ,i(X). 
On a montré donc que PiCi„t,i(X) est un sous-groupe de Picint(^) D'après le théorème (|2.12D . 

PÏC^.S^P 1 ) CPÎc^P 1 ). 



□ 
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Théorème 2.15. Soit X une surface de Riemann compacte. On a Pic(X) est un sous-groupe propre de 
Pic int ,i(X). 

Démonstration. Soit U une carte locale de X. On peut prendre dans (|2.5I) . X — U. Par suite, on peut 
trouver une fonction g continue non C°° sur U vérifiant les hypothèses de ce théorème. Comme U est 
isomorphe à un ouvert de C, on peut supposer que g est invariant par S 1 par cet isomorphisme sur un 
ouvert assez petit de U. En recollant convenablement cette fonction, on obtient une fonction continue sur 
X qui est C°° sur X \ U et dont sa restriction sur un ouvert de X correspond à g. On considère L un 
fibré en droites holomorphe sur X et on le munit de le munit de la métrique suivante 

h g = hexp(g), 

où h est une métrique hermitienne de classe C°° . Après on adapte la preuve du théorème (|2.12p . pour 
montrer que cette métrique est 1-intégrable. 

□ 

Lemme 2.16. Soit X un espace topologique compact. On désigne par C°(X, R) l'espace des fonctions 
continues sur X à valeurs réelles muni de la norme sup. Soit (/) G C°{X,R) vérifiant \\<p- l|| su < e < \, 
alors on 



1 



l + 2e 



Ilog0(x)| < log \<f>(x) — l] < 



f 



1 - 2e 



losé(x)\ ViêX 



Démonstration. Puisque \\4> — l|| su < £ < \ alors < 1 — e < <f>(x) < 1 + e, Va; e X. 
Donc, pour tout x G X 



logç!)(x) = \o%{${x) - 1 + f 



1>1 



x)-l 



(d>(x)-l)(l+J2 



(4>(x) - 1) 



i-i 



l>2 



donc 



log(/>(x)| 



î+IE^^Fw^-iy- 1 ! 



< \é(x) - 1 < 





log0(x) 




1 - 




^Pc^-iy- 1 ! 



Va; G X. 



Comme 



\J2 - l)'- 1 1<~£^ = ~(- l°g(l -s)-s)<2e Va; e X, 

l>2 ' 1>1 



alors 



li^M<u (;r) _ 1 |< Mi v 

l + 2e - |VV ; 1 - l-2e 



a; G X 



□ 
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3 Le Laplacien généralisé sur une surface de Riemann compacte 



Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte munie d'une métrique continue hx et E = (E, He) un 
fibré hermitien holomorphe. Le but de ce paragraphe est l'extension de la notion du Laplacien généralisé 
A|j associé aux métriques C°° aux métriques intégrables Ke sur E et agissant sur A^°'°\X,E), en fixant 
hx qu'on suppose continue. 

On commence par rappeler la construction de l'opérateur Laplacien A-g- agissant sur A^°'°\X, E). où 
He sera C°° et notera que cette construction est valable si hx est uniquement continue. On en donnera 
une expression locale. Par approximation et en utilisant la positivité. on montre qu'on peut étendre cette 
notion aux métriques intégrables hE sur E, c'est le théorème (|3.6[) . Lorsqu'on considère une métrique 
intégrable invariante par S 1 , alors on montre dans Q3.16P qu'on peut définir directement un opérateur qui 
étend celui dans le cas C°°. On notera à l'aide de l'exemple (|3.9p . que l'intégrabilité est élément important 
dans cette théorie. 



3.1 Le Laplacien généralisé associé aux métriques C°° sur E, rappel 

Soit hx une métrique hermitienne continue sur TX, et hE une métrique hermitienne C°° sur E. Soit 
coq la forme de Kàhler normalisée associée à hx, donnée dans chaque carte locale sur X par 

i , / d 9 \ _ 

Zir \ oz a oz a I 

Cette métrique induit une métrique sur les formes différentielles de type (0, 1). En tensorisant par la 
métrique hermitienne de E, on obtient un produit scalaire ponctuel en x G X : (s(x),t(x)) pour deux 
sections de A°' q (X, E) = A >«(X) ® c ~(x) A°(X, E), pour q = ou f . 

Le produit scalaire L 2 de deux sections s, t G A°' q (X, E) est défini par la formule 

(s,t) L 2 = / (s(x),t(x))u . 
Jx 

L'opérateur de Cauchy-Riemann 8e agit sur les formes de types (0, q) à valeurs dans E. On obtient 
le complexe de Dolbeault 

— > A°'°(X, E) ^ A 0,1 (X,E) — > 
Sa cohomologie calcule la cohomologie du faisceau de X à coefficients dans E, cf. par exemple |13| . 

On va rappeler la construction de d E '■ l'adjoint de Ôe ■ Comme, par exemple, dans |25l Chapitre. 5], 
on considère les deux applications suivantes : 

*o,e ■ A°'°(X,E) — ► A 1A (X,E*), 

et 

* h E : A^{X,E) — -> A 1 '°(X,E*). 
Ce sont les uniques applications qui vérifient : 

{f(x)<r x ) A*o,e(9(x)t x ) = (<j(x),t(x)) x uj x , 

et 

(fdz®a) A (*i,E(gdz® t)) = (/ dz(x),gdz(x)) x h E ((r,T)u} (x), 
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pour tout x G X et pour tous /, g £ A°'°(X) et a, r deux sections locales de E tels que / ® <r et g (g) r 
soient des éléments de (X, E) . Notons que pour définir ces deux applications, on n'a pas besoin que 

hx soit C°°. 

On montre que ces morphisme s'écrivent respectivement sur une carte locale, comme suit : 

*o,E(g®r) =gu) ®h E (-,T). 

et 

*x t E (gdz ® r) = — gdz (g) /ie(-,t). (9) 
L'opérateur Ôe possède un adjoint pour le produit scalaire L 2 ; c'est à dire une application 

d* E : A a '\X,E) — > A°'°(X,E) 

qui vérifie 

(s,d E t) L2 = (d E s,t) L2 . 
pour tout s G A°'i(X,E) et t € A 0,9+1 (X, E 1 ). 

L'opérateur d E : A°' 1 (X. E) — > A°'°(X, E) est, par définition, donné par la formule 

9 E = - *q 1 e 9k x ®e* *i,e ■ 

On note par A^-, ou plus simplement A-g, l'opérateur d E d E sur A°'°(X, E), et F appelle l'opérateur 
Laplacien généralisé, cf. par exemple [25 , Chapitre 5]. 

Remarque 3.1. Remarquons que même si hx n'est pas C°°, alors = d E d E est bien défini. 

Lemme 3.2. Soit E une fibré en droites engendré par ses sections globales et {e±, . . . ,e r } une base de 
H°(X,E) surC, alors 

r 

A Qfi {X,E) = Y J A°-°{X) ® e t . 

i=l 

Démonstration. Soit {ei, . . . , e r } une base de H (X, E). 

On pose Ui := X \ div(ej), pour i = 1, . . . , r. Comme E est engendré par ses sections globales alors 

r 

X={JUi. 

i=l 

Puisque X est compacte, alors il existe une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (J7i)i<i< r 
c'est à dire il existe pi, p2, ■ ■ ■ , p r des fonctions C°° sur X telles que : 

1. Le support de pi est inclus dans Ui et < pi < 1, pour i — 1, . . . , r. 

Soit Ç S ^4 0,0 (X, i?). Sur f7, pour i = 1, . . . , r. la section £ corresponds, après trivialisation de S par 
ej, à une fonction de classe C°°. En d'autres termes, il existe fi, une fonction de classe C°° définie sur Ui 
telle que 

6 = /i<8ei. (10) 
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On a pifi est une fonction C°° définie sur X entier. 
Vérifions que 

r 

^2(Pifi) ® &i = £• 

i=l 

Soit x £ X, on pose I x := {i G {1 , . . . , r}\ x S /7i}. On a 

r 

y^jPifi ® e»)(x) = ^ (pi/j (g) ej)(x) + ^ (pi/i ® e<)(a;) 

i=l »ei* ie{l,.-.r}\^ 

= ^PiOXO) +0, par 

= (X>(s)H(*) 

= £(*)• 

Pour la dernière égalité, résulte du fait f = Yli=iPi( x ) = Pi( x ) + Sie{i r}\l*Pi( x ) = 

□ 

Lemme 3.3. Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte avec hx est continue, et {E,h E ) un fibré 
hermitien avec h E de classe C°° . L'opérateur A^- est déterminé localement par : 

\ rtr* rif I ri-/ ri-/ \ 1 1 ■/ il -.- / il" > ri -y 



dz 1 dz) dzdz \<9z' dz) dz ' dz 

V/ G A°'°(X) et g une section locale holomorphe de E tels que f (g) a G A^ ' ^ (X, Ë) , où est une 

base locale de TX. 

Démonstration. Soient / £ A°'°(X) et a une section locale holomorphe tels que f ®a G A^^(X, E). 
On a localement 

A- w (f®o-)=~& E d E (f®a) 

= ~ *0,E dK x ®E* *1,E (3 E (f ® o)) 

= ~ *ô?E 3k x ®e* *1,E ® 17 

9/ 



*0,£ d K x ®E* {--g^ dz ® f 7 )) 

' 73 / 5 7 , ~ h E (cr : a) , 
OKirSUE* ~^az (g , ; cr 



dz cr *( cr ) 



-i 75 f h E (o-,a) 9f 

\BdK x9 B-(—^- B; dzG>0 
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=-^(lJ- h -^ d idz)®a 



E \&z\ a* {a) 8z 
Ô,E ^ »| ^ J=(~feg( q ';< T )^-<fe^ ® a*^j puisque a* {a) est holomorphe, 



0, E '^>"J dz -J«» a * {a)/ 



On a donc, 



1 ( d d\-^ d 2 f , / 9 d \-i 9 , , , N <9/ 

= -/lx l^-)^- ^-^zOcr-/lX — log/l E (cr,cr — (g) cr. 

Voz az/ azaz \az oz! oz oz 



□ 



Lemme 3.4. Soient a et t sont deux sections holomorphes locales de E, f et g deux fonctions de classe 
C°° sur X tels que f ® a, g ® t e A (a ^ (X, E) alors 

(A ¥ (/ ®o-),g®r) L2 = ^- j^h E (<7,T)^^dzAdz. 

Démonstration. Supposons que r est transverse à a (c'est à dire div(a) n div(r) est finie). Il existe 
localement une fonction holomorphe </> telle que r = 0er. On suppose que a = 2, une coordonnée locale. 
On pose U e := {|z| > e}, avec < e <C 1 



(A^(/ ® ff ® = ^ | (h(o-, «)%)^9dzA dTz 



= -h}^S v k( h ^ a) %y~ 9dzhd ~ z 

i t /" ./ x<9/— __ î ,. /■ , , .9/ — <9ïï 
= — — hm / aiIct, a)— — chqdz + —— hm / n(a,a)-— é —az A az 

27T£^oi| z | =£ v ' ; <9z y 2tts^oJ Ue v ' 7 <9z <9z 

= iTo X, =£ ^ T) I ^ + i iTo X. T) % d fz dzKdï 

= il x h ^%% dzAd ~ z - 



□ 



Lemme 3.5. Soient tp et ip deux fonctions réelles de classe C°° sur X. On a 



2tt. 





9y> 




&z 



'■ , , _ if d V , , _ i f 2 à 2 V , 

^pdzAdz — / ip-——ipazAdz^ / ip ^_ dz A dz. 

2tt J x ozoz 4tt J x ozoz 
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Démonstration. Soient tp et ip deux fonctions réelles de classe C°° sur X. On a, 
2 





d(p 


L 


d~z 



ipdz A dz 



Jx^oz / \oz 

= I ^z^r^dz Adz 
l x oz oz 



ipdz A dz 



Jx oz dz 
ix ^ dzcfz 



f d 2 ip f dip dtp 

= — I y ^ - ipdzAdz— / ip— = ——dzAdz par le théorème de Stokes 
Jx oz&z J x Oz dz 



3 V , j- 1 



jfdzAdz 
Oz Oz 



^â^i^ A ^ + 2 



2^ 



2 fi 

dzcfz 



dz A c?z par le théorème de Stokes 



□ 



3.2 Le Laplacien généralisée associé aux métriques intégrables sur E. (I) 

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte et hx une métrique hermitienne continue non néces- 
sairement C°° sur X, (fixée dans ce paragrahe). 

Soit maintenant Eoo = (E, /is,oo) un fibré en droites intégrable. Par définition, il existe une décom- 
position = E\ i00 (g) E 2 oo où £a j(X) = (-£a,/ii j00 ) et i?2,oo = (-E2, /i2,oo) son t deux fibrés en droites 
admissibles, c'est à dire qu'il existe (/ii, n )neN (resp. (/i2,n)neN) une suite de métriques C°° et positives 
qui converge uniformément vers /ii j0 o (resp. /i2,oo)- 

Si l'on pose £*„ := (S, /i„ := /ii ; „ ® ^2~n)' P°ur tout n e N. Il est clair que h n est C°°, alors on peut 
considérer l'opérateur Laplacien construit dans le paragraphe précédent, agissant sur A^ 0,0 \X, E) 
et associé à la donnée hx et h n . 

Le théorème suivant permet d'étudier la suite (A-g ) n en- Cela nous permettra d'associer à -Eoo, par 
un procédé d'approximation, un opérateur linéaire qui sera noté . Cette construction étend la notion 
d'opérateur Laplacien aux fibrés en droites intégrables. 



Théorème 3.6. Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne 
continue. Soit E^ = (E,hE,oo) un fibré en droites intégrable. On note par A°>°(X, E)^ le complété de 
A 0,0 (X, E) pour la métrique L 2 ^ induite par hx et ft._E.oo- 

Pour toute décomposition de E^ = Ei tOQ ®E 2 ^ en fibrés admissibles E\ jOQ et E2.00, et pour tout choix 
de suites {h\,n) nen (resp. (/i2,n) neN j de métriques positives C°° sur E\ i00 (resp. sur E 2 . 00 ) qui converge 
uniformément vers h\ i00 (resp. /i2,ooJ; pour tout £ G A°>°(X,E), et si l'on pose E n := E\ in ®E 2 \. Alors, 

1. la suite (A^^) n£N converge, pour la norme L 2 ^, lorsque n i->- 00 vers une limite A-g^£ dans 
A°'°(X, E) . Cette limite ne dépend par du choix de la décomposition ni de celui de la suite. 

2. A-g est un opérateur linéaire de A°'°(X,E) vers A°'°(X,E) oo . 
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3. 



L 2 . 



I 

2^ 



x 



, / n df dg 
nE,oo{<r,T)— — dzAdz. 
oz oz 



(12) 



V/, g € A 0,0 (X) et <j,t deux sections locales holomorphes de E tels que f ® o~ et g ® r soient dans 
A(°>°) (X, E) . En particulier, 



L 2 . 



Démonstration. On considère une décomposition de = Ea.oo <g) -E 2 00 en fibrés admissibles i?i i00 et 
£'2,00- Soit (hi, n ) neN (resp. (h 2 , n ) neN ) de métriques positives C°° sur E x<sx> (resp. sur £2,00) qui converge 
uniformément vers h\ tCO (resp. /i2.oo)- 

On pose E n = (E, h n := h\ in <8> ^2~n) P our tout n e N, et on considère A-^ , l'opérateur Laplacien 
associé à hx et h-^ . D'après (fTTj) . on a pour tout p, g e N : 



A^(/0a)-A^(/0a)=^(-,-) 



9 d \- 1 d<f P:q df 



p,q 



où / e A^ 0, '(X) et a est une section locale holomorphe et (p p ^ :— \ogj^-, (notons que </3 Piî ne dépend 
pas de (j, ni de /). 



Fixons une métrique hermitienne de classe C°° sur E et notons par 
mitien L 2 induit par hx et Ke sur ^4 0,0 (X, £?). On a 



le produit her- 



L 2 ,h E ,h x 2n 







2 


9/ 


L 


dz 




<9z 



! h E (cr,cr) 



dz A dz. 



(13) 



Comme X est compact, on peut supposer que hx est de classe C°° (En effet, si h' x est une métrique 
C°° sur TX. Onajf est une fonction continue qui ne s'annule pas sur X, donc les normes || • \\L 2 .h E ,h x 



et 



' \\L 2 ,h E ,h' x 



sont équivalentes). 



On pose tp :— \-gL\ hx(-§^,-§^) 1 /ib(ct,(t). Montrons que -0 £ A 0,0 (X,R), il suffit de montrer que 

|H| 2 ^x(^, -§^)~ 1 es t UIie fonction définie globalement. En effet, soit <\> un changement de coordonnées 
locales, on pose z = 4>(y), on a 



df 



dz 



2 h (— —Y 1 

X \dz' dz) 



d(fo<j>) 



2 /d_ 

\dv' du) 
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On applique maintenant le lemme (|3.5[) et on obtient : 



% f (/^)- A I,(/^) 

ÔLp p - 2 



2 

L 2 ,/i f 



l 

2^ 



A' 



C*2 



df 



■dz A dz 



% 
2^ 



A 



ip dz A dz 



7T / Vp,« a a- ip dz A dz + — (p „ —— - dz A dz par l[53)l 
Z7T 7x OZaZ 47T j x ozoz 



d 2 ip 



l 



log(^ï>(c 1 (E,h p )-c 1 (E,h q )) + 



On conclut, par exemple par la théorie de Bedford-Taylor, que 

2 



l 

-in 



x 



Par suite, 



log-r^ 
lïq 



-> 0. 



2 G> 2 y> 

dzdz 



dz A dz. 



L 2 ,h E ,h x P,q>->co 



-> 0. 



L 2 ,h E ,oo;hx P,q>-^°° 

Donc, on a montré que pour tout Ç G /1 < > ' )(X, la suite (A-g Ç) p6N converge pour la norme L 2 vers une 
limite dans A(°>°) (X, on notera cette limite par A-g £. On vérifie que A-g £ est un opérateur linéaire. 

Soient f <E) a et g <£> t deux éléments de A°'°(X, E). On a 



(A^ B (/®o-) >ffl 



' L 2 , 



/ , / \ df dg , 



<9z <9z 



donc par passage à la limite on déduit (fT2")l . 
En particulier 



0< {A- En (f^a),f®a) L2n 



2tt 



A 



9/ 



dz A d~z. 



donc, 



L 2 ,oo 2 7T 



A ,. , 



Ko 



dfk df 3 
d~z dz 



u i — i ; — i 



dz A dz 



df k 



fc=i 



fe=i 



>0, 



pour tout £ e A(°'°)(X,£;). 



□ 



Lemme 3.7. Soit E = (E,hE,oo) un fibré en droites intégrable sur X, et (^n) neN une suite croissante 
qui converge uniformément vers He,oo- On a 



( A Ï5„Ê'0l*.„ < ( A ^ +1 ^0 i2 , l+ l < ( A ëJ^) 



L 2 ,oo' 



2G 



et 

ker(AëJ~H°(X,E). 

Démonstration. L'existence d'une suite croissante qui converge vers est assurée par |191 Proposition 
4.5.7]. Par |3.4[) . on a pour tout ngN 

= 27r / ^( X ) efc ( x )'y^ ^-(ape^a;)) dzhdz 

n Jx fc=i z fe=i z 

J X k=l Z k=l Z 



< 



hSj^ d -à d -è K+i{e ^^ )dzhd ~ z 



Par passage à la limite, on obtient : (A^, Ç) i2n < {&Ë n+1 &€) L', n +i - ( A Ë œ f > £).t,2 )0O r Si Ê e 
ker(A-g ), alors l'inégalité précédente implique que (A-g £, £) = 0, par suite £ € H°(X,E). □ 

Proposition 3.8. 5W L un /ïferé en droites hermitien de classe C°° engendré par ses sections globales 
sur une surface de Riemann compacte, alors 

ker(A r ) = 1 ® H°(X, L). 

(où 1® H°(X, L) est par définition le sous C-espace vectoriel de A^ ' ^ (X, E^j engendré par les éléments 
de la forme 1 ® e avec e G H (X, L) ). 

Démonstration. D'après |251 théorème 5.25], on sait qu'on a isomorphisme entre les deux C— espaces ci- 
dessus. On note par {ei, . . . , e r } une base sur C de H°(X, L). Il suffit de montrer que A-g(l (g> e,) = où 
1 est la fonction constante sur X égale à f. Par (fTTj) . on voit facilement que 

A r (f ® ei) = 0. 

□ 



3.3 Le Laplacien généralisé associé à une métrique intégrable sur un fibré en 
droites sur P 1 . (II) 

Dans ce paragraphe, on suppose que X — P 1 , la droite projective complexe. L'action du tore compact 
S , sur P 1 permet de considérer une sous classe de métriques intégrables, à savoir les métriques invariantes 
par S . On expliquera comment on peut construire directement, dans ce cas, un opérateur Laplacien. Plus 
précisément, si est une métrique intégrable invariante par S 1 sur E. on donnera un sens à l'expression 
suivante : 

avec f®a e A^fP 1 , E). 
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On terminera ce paragraphe en comparant cette approche avec celle introduite dans le paragraphe 
précédent. 



L'exemple suivant montre l'importance de la notion d'intégrabilité de la métrique dans l'extension de 
la notion du Laplacien à cette classe de métriques. 

Exemple 3.9. Soit (P 1 ,wfs) la droite projective complexe munie de la métrique de Fubini-Study. Soit 
g une fonction réelle de classe C°° sur P 1 égale à 1 au voisinage de S 1 nulle aux voisinages de et oo. 

On considère la fonction suivante exp^p(z) ^/| 1 — \z \ . Elle définie une métrique hermitienne continue 

et de classe C°° sur P 1 \ S 1 sur le fibré en droites trivial sur P 1 en posant : 

h e (l,l)(z) = cx P (e(z) v /|l- |z||) VzeP 1 . 

On considère l'opérateur suivant défini sur P 1 \ S 1 par : 

M/ ® i) - -v (|, ir^vi. d|) ® i v / € ^(p 1 ). 



Alors A e n'est pas un opérateur à valeurs dans A(°'°)(P 1 ) , où on a noté par 

4(0,0) (pi) l e complété de 

A (0,0) (pl\ 

pour Za métrique L 2 induite par h B et lofs- On va montrer qu'il existe f <G ^^-^(P 1 ) tel que 



A e (/®1) i A(°.")(pi) e . 
SWi / «ne fonction de classe C°° sur P 1 ie/Ze çwe /(z) = z sur un voisinage ouvert de S 1 . On a 



l A e /| 



i2 2^ 



9 9 \-i 



27T /roi * \<9z' <9zV 



dz Adz 



> 



> 



> 



> 



> 



2^/ 



(i + M a )X(i.i) _1 ^(Mi.i)ë) 



l+e>|z|>l+e 2 



<9z 



dz Adz pour < e -C 1 



fc.(M) _1 |WM)) 
MM)|^(iogMM)) 



l+e>|z|>l+e 2 



l+e>|z|>l+e : 



dz Adz 



exp 



l+e>|z|>l+e : 

exp 



d_ 

dz 



dz Adz 
2 



dz A dz 



> l+e>r>l+e 2 

> exp(s 2 ) (e — e 2 — log e) . 



r<ir 



4(r- 1) 



Donc, 



*e<i \\l 2 



oo. 



Le résultat suivant sera utilisé dans la suite : 

Théorème 3.10. Soit U un ouvert convexe de M. d , et f une fonction convexe et différentiable sur U . 
Soient (/ n )neN>, une suite de fonctions convexes et différentiables sur U telle que lim f n (x) = f(x) pour 

- m— >oo* 

tout x G U. Alors 

lim V/„(a;) = V/(aO, Va; G U. 

ni— >oo 

On montre que la suite (V f n )neN >1 converge uniformément vers Vf sur tout sous ensemble fermé borné 
et convexe de U. 
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Démonstration. Voir |21l Théorème 25.7]. □ 
Soit P 1 la droite projective complexe et on considère l'application suivante : 

k : M — > P 1 

u i— > cxp(— u). 

Dans la proposition suivante on décrit le lien entre les métriques intégrables et invariantes par S 1 sur les 
fibrés en droites sur P 1 et les fonctions concaves sur R. 

Proposition 3.11. Soit hoo une métrique intégrable sur un fibré en droites surf 1 . On suppose que h 
est invariante par S 1 et on pose 

Coo(u) := K*(log/i(l,l))(u) = log/i(l,l)(exp(-u)) Vu G R. 

Alors, il existe deux fonctions concaves sur M, C\ et C2 telles que 

C{u) = Ci{u) - C 2 (u) Vîiel. 

La fonction log/ioo(l,l) est différentiahle presque partout sur C et si l'on note par -M- log /ioo(l, 1) sa 
dérivée définie presque partout, alors elle est bornée sur tout compact de P 1 \{0, 00}. En plus, si (^n,i)„g^ 
et (/i2,n) JlgN deux suites de métriques positives C°° qui convergent vers /ioo,i respectivement vers 
telles que — /ioc,i ® h^ 2 ilors la suite 

( d d \ 

— lûg/loo,! - — log/ioo^ (14) 

\OZ OZ /n6N 

est uniformément bornée sur tout compact de P 1 \ |0, 00}. 

Démonstration. Il suffit de montrer la proposition pour h une métrique admissible. Par définition, il existe 
(/i„) ngN une suite de métriques positives de classe C°° qui converge uniformément vers h^. On pose 

C n (u) := log/i n (l, l)(exp(-u)) V n G N U {00}. 

Alors (Cri) ngN converge simplement vers C^, donc pour montrer que Coo est concave, il suffit de montrer 
que C n est concave pour tout n G N, ce qui est une conséquence du lemme (|3.13l) . 

On rappelle quelques résultats sur les fonctions convexes sur R d , avec d > 1. Soit / une fonction 
convexe sur R d . On appelle sous-différentielle de / en x l'ensemble (éventuellement vide) suivant 

(df)(x) := {v G R d | f(y) > f(x) + (v,y- x), Vy G R d } 

où ( , ) est le produit scalaire standard sur M. d . Notons que lorsque / est différentiable alors (df)(x) = 
{(V/)(a;)}, où (Vf)(x) est le gradient de / en x pour la métrique standard de R d . 

Soit (/ n )ragN une suite de fonctions réelles convexes (non nécessairement différentiables) sur un inter- 
valle / de R, si cette suite converge simplement vers une fonction finie / sur /, alors on montre que / est 
une fonction convexe sur / et l'ensemble {/, f n , n > 0} est localement équilipschitzien sur /. Dans notre 
situation, /„ seront des fonctions de classe C°°, par ce qui précède l'ensemble 

{(df)(x), (Vf n )(x)Vn>0}, 
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est borné au voisinage de x. 



Un théorème bien connu dû Rademacher affirme que toute fonction réelle lipschtizienne sur un ouvert 
U non vide de M. d est différentiable presque partout sur U. Ce résultat est valable si l'on considère les 
fonctions convexes puisqu'elles sont localement lipschitziennes. 

On termine la démonstration de la proposition en notant que 



dC n 



du 



kl|^iogMM) 



VzeC, VneN. 



□ 



Remarque 3.12. Rappelons que la correspondance entre les métriques positives invariantes par S 1 ( 
plus généralement par un tore compact) et les fonctions concaves réelles a été utilisée dans [1] dans le 
but d'étudier l'arithmétique des variétés toriques projectives. 

Lemme 3.13. Soit tp une fonction de classe C°° sur C vérifiant sur C : 
1. is{z) = i>{\z\), 



2. 



d 2 ip 
dzëfz 



> 0. 



Alors, la fonction C définie par C(u) = ip(exp(—u)), Vu G R est concave sur R et on a 

dtp 



dz 



(0)=0. 



(15) 



fi 2 1 

Démonstration. On a la fonction z i-> -g^§= est continue sur un voisinage de dans C, donc si l'on fixe 
< r\ <S 1, alors il existe une constante c telle que 



d 2 tp 



dzdz 



~{z) <c V|z| <r?, 



mals M={z) 



— ' - ' - è^( r H)' P ar conséquent 



d r dip\ 
dr\ dr J 



< 4cr VO < r < ?y. 



Soit < e < 77, par intégration entre r et e, on obtient 

r^r-(r) - e^-(e) <2c\r 2 -e 2 \ V < r < n 
dr dr 

Comme ip est C°°, donc on peut faire tendre e vers et on trouve que 

dtp 



d, 



-(r) 



On conclut que 



< 2cr VO < r < 77, 
dtp 



dz 



(Q)=0. 



On note par C la fonction définie sur M par C(u) = tp(exp(—u)) Vu € R. On va montrer que cette 
fonction est concave. En effet, on a 
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donc C est concave. 



Exemple 3.14. l'exemple suivant peut être vu comme un contre exemple à l'assertion l[3.10|) , 

Soit p une fonction réelle de classe C°° sur R + vérifiant : 

1. p(r) = pour r » 1. 

2. su Pï , eR+ \p(r)\ < 1. 

3. p'(l) + 0. 

Soit a > 0. Alors la suite de métriques sur O 

h p (l,l)(z)=exp(-±-p(\zn,VzeC. 
converge uniformément vers la métrique triviale de O, c'est à dire la métrique /ioo(l, 1) := 1. 
Remarquons que 

l|io gM M)M| = V- a %m^-%\ - Çigd^nikr 1 



donc si \z\ — 1, alors 



l|logMM)WhÇ||(D| 



On 



ch(0, h p , hoo) = ~ / log /i p (l, l)ci(C, /ip) 



A 



5 / c I p2 " 2a l^ (|z|P) | 2|z|2p " 2dzA ^ 

1 /"" 1 „2-2a Ifl/JMÎ _2„-l J _ al ^._ 9 P 



r p )\ r 2p ~ l dr, où9(r) := ^-(r) 



I / 0O ip 2 - 2 «|^(r)| 2 irdr 



POO 

/„ 11 


>(r)| 
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Par suite, 



x 



ch(0,h p ,h q )= ch&hp^-ch&hvhca), [13(1.3.4.2)] 



X 



ô(? -P ) / W(r)\ rdr 



On a donc 

ck(0,h p ,h q )Td{TX) 



x 



(0) 1 



1 2a -p 1 - 2 ^ 



' 2 1 

\0(r)\ rdr+ — 



log^ Cl (TX) 

X n q 



I - la _ pl-2a> 



W|V* + î L/(«-«,c l( rx) 

12 7 X a a p a 



Si l'on choisit < a < |, a/ors cette suite n'esi pas de Cauchy. 

Remarque 3.15. Dans la proposition (|3.1ip . on a montré que (fT4"|) est bornée sur tout compact de 
P 1 \ {0,oo}. Le résultat suivant a pour but d'étendre ce résultat aux compacts de P 1 \ {oo} : 
Soit ('0n)„ (E N une suite de fonctions de classe C°° sur C vérifiant 
1. ip n < ip n+1 , Vn G N. 



2. tfj n converge simplement vers une fonction ipoo telle que z t— > 
de z = 0. 

3. t/,„(0) =0, Vîie N. 

4. ip n {z) = i> n (\z\), VzeCVneN. 

5. g|t(z)>0,VzeC. 

Alors, pour tout po G N et tout compact if de C il existe k une constante réelle telle que 



est bornée au voisinage 



dz 



(z) 



< k Vp > po V z G K . 



En effet, soit s un réel fixé. On pose 

C p (u) = ip p (exp(— u)) Vit G 



Par concavité de C p , on a 



d'où 



Donc. 



C p (u + e)~C p (u)<e-^-(u) VuGRVpGN, 
1 / \ dib 

-^ p (rexp(-e)) - VpWJ < ~ £ ~dr~^ aV6C ^ = cx p(~ m ))- 
VvM Vv( rex P(- £ )) 



< 



r r 
ipoo(r) if> P0 (rexp(-s)) 



pour Vp > po 



r r 
i>oo{r) - ^oo(O) ip P0 (rexp(-e)) - -0 Po ( ) 



< sup 

x£K 



exp(— e) sup 

x£K 



Vp > po 
VVo 0) ~ VVo (°) 



si r G if, Vp > po . 
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avec K un compact non vide de C. Comme e est arbitraire, on déduit que 



W p {z)\ < sup 



+ e sup 

x£K 



Tppo ( x ) ~ VVo (°) 



Vz e K \fp > pq . 



Un exemple de ces suites est donné par : 

V>„0) :=log(l + |^n n VzeCVneN>!. 



On suppose maintenant que X = P 1 qu'on munit d'une métrique kâhlerienne et E un fibré en droites 
sur P 1 . Soit Ke, oo une métrique intégrable sur E invariante par l'action de S . On va montrer qu'il existe 
un moyen naturel d'associer à cette classe métriques un opérateur Laplacien étendant la définition clas- 
sique. 

On va montrer, d'abord, que si He est une métrique positive invariante par l'action de S 1 de classe 
C°° sur E, alors 

(|UogMM))(o) = o. 



En effet, si l'on pose ip = log/iE(l, 1) alors ip vérifie les hypothèses du (|3.13[) . Si l'on note par Ae.Ii le 
Laplacien généralisé associé alors on a, pour tout zeP 1 , / e j4A°'°) (P 1 ) et a G iï°(P 1 ,i?) : 



, Q Q \ -1 -î d f df\ 

AE,h(f®<T)(z) = -h x {— ) —) h E ((T,a) —lh E ((T,cT)—J®a 

"M&'&J dz&z^^^^dz) \ h ^ a) d-z h ^ a ' 



Or, on a 



9 

h(a,a-y 1 —h(cr,a)) ® a 



on a pose C{u) = log/i(l,l). Donc, 

9 <9\-!<9 2 / 



A B: , 1 (/<8)(t)(z) = -/ix 



£(ki a «-*) 



ir| a e-* 



are 



2 p -i, 



17 



17 



oz 

p-0 



2r 9r c 



-0 



(g) (7 



2r <9r 



a 



z de 

a ' 2r 2 9w 



9z ' dzJ dzdz 



a-h x 



' d d 

<dz' dz 



-o z 



dC 

2r 2 d% 



(u)\®o Vz ^ 0, u = -log|z|, 
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Commençons par supposer que /ie j00 est admissible. On pose 

Coo(u) := log/ioo(l, l)(exp(— tt)) Vue 



On rappelle que Coo est une fonction concave sur R et on note par sa dérivée à droite, qui est finie. 

On a alors le résultat suivant : 

Théorème 3.16. On pose pour tout f G A°'°(¥ 1 ) et pour tout a G i/°(P\i;) 



9 d\-^(4-o- 



oc 



d,oo 



2r 2 du 



(u) ®ct Vz ^ 0, u = -log|z|, 



^ ^ X (ôz'(9z) dzdz^ X (<9z' dz) ( er ) c>z ^ ^ 



Alors, on a 



1. A-= est un opérateur linéaire de A^ ' ) (P 1 , £) vers (P 1 , E)^, en d'autres termes 



L 2 . 



< oo. 



2. 



dans AO'OfP 1 ,^) 



Démonstration. Soient / G ^"'"(P 1 ) et cr G //""(P 1 , £). 

Puisque C œ est différentiable presque partout sur R, alors on a 



9 <9\-i<9 2 / 



a 9 \-i 



9/ 



A 7? (Z® ") = - h x{^-,Tr] ir J k^®v-hx[Triir) lo g^oo(CT,cr)^: «)cr, (par définition) 

\oz ozJ ozoz \oz ozJ dz 

^-)^-J frooOjCr) -1 — (/loo(o-,0-) — ) «) CT, 

oz az/ az v dz' 



vôz <9z 

presque partout sur C. Par suite 

2 



(/®<r) 



L 2 , 



2tt 



' Y 



Or c'est la limite de 



(||A Ep (/®<r)| 



A" 



d d . , -, C /, , N C/\ 



df* 



dz A dz 



pGN 



quand p tend vers oo, donc 



K (/®*)| 



L 2 ,oo 



< OO. 



C'est donc un opérateur linéaire de A°'°(X, E) vers E 1 ). 



2. Notons que la dernière expression est tout a fait raisonnable, puisqu'on a montré, voir lemme 1 13. 13t . que ^j(O) = 
pour une métrique de classe C°° où ip une fonction qui définie la métrique au voisinage de zéro. 
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On a 



Ag (f ® &),g®T) L2 = - / h OD (cr,a) — (/ioo(c, o - )— ) gh 0o (a,T)dz A dz 
00 ' jjc oz oz 



if d df 

— lim / hp(a,a)~ 1 — (h p (a,a)—)ghp(<j,T)dzf\dz 
2tï pn-oo j x r oz oz 



i ,. /" , , \ df dg , 
= — km / h p (a,T) — ^-dz Adz 
2n pi-^oo j x ^ dz oz 



1 

2^ 



A" 



<9z <9z 



^e,oo(c, t) ^ ^ dz A dz 



On en déduit que 



et 



pour tout £ et 7/ dans A(°> )(X, E 1 )- 
De l]12p. on conclut que 



dans A - (P 1 , S). □ 

Définition 3.17. On appelle A-g le Laplacien généralisé associé à h,E,ao- C'est un opérateur linéaire et 
positif de A°'°(¥ 1 ,E) à valeurs dans A ^ (P 1 ,E) oo . 



4 Variation de la métrique sur E 

Soit Eoa := (E,hE,ao) un fibré en droites 1-intégrable sur X, une surface de Riemann compacte. 
Par définition (voir l|2.13|l ) il existe E\ >00 :— (-Ei, /ii,oo) et E2.00 '■— (£2, ft.2.00) deux fibrés en droites 
admissibles sur X tels que Eoo = Ei >0o E 2 Soient (/i n ,i)neN (resp. (/i Tl .2)neN) une suite de métrique 
hermitiennes positives de classe C°° sur E\ (resp. sur E2) qui converge uniformément vers /ii )0o (resp. 
^2,00) sur X entier. On note par (/i n )ngN la suite de métrique sur E définie par h n — h ni i <g> h~ 2 , Vn e N 
vérifiant : 



f. 



sup 



h (— —Y^—io l%n+1 

X \dz 1 dz) dz °^ /i„ 



< 00 



sup 



ou {~§z} es ^ une b ase locale de TX. Rappelons que 
choix de la base locale. 



(JL JL\ 



ne dépend pas du 



2. 



00 



71= 1 



/),„ 



h n - 



- 1 



< OO. 



On considère l'opérateur Laplacien Ag associé à E^, voir p. 6p . on a montré qu'il est positif. Afin 
d'étudier ses propriétés spectrales, on a besoin d'étendre Ag en un opérateur autoadjoint. On prend 
alors, Ag Fl l'extension de Friedrichs de Ag . C'est un opérateur autoadjoint qui étend Ag , (voir 
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|18l Appendice C] pour la construction). Comme A-g est positif, alors A-g F l'est aussi. D'après (|7.3p 



on peut considérer on peut considérer le semi-groupe associé qu'on note par e !Ae ™ . 

Dans ce paragraphe, nous établissons la connexion entre (e~* AE h ™) et e _tAj5 ' h °° , on va montrer que 



->• e 



n gN nn-oo 



pour la norme (induite par He,oo et hx)- 

Dans la suite, on note par (h u ) u>1 la famille associée à la suite (h n ) n ^ construite dans (|7.1[) . Pour 
simplifier, on notera par A^ iTJ (resp. Ae, u ) au lieu de A;g (resp. A-g ). 



Soit a; G A et ex une section locale holomorphe de E non nulle en x. On pose 

k a (u)(x') = 



Ou Oz 



pour tout x 1 dans un voisinage ouvert assez petit de x. Au voisinage de ï, on a 

r(p p -x(v,)h p -i(cr, a) + (1 - p p -i(u))h p (a, ajj Vue \p — l,p] 



d d d d 

-^—^-logh u {a,a) = — — log 



d d 



loi 



î^xHIape-^- 1 ^ + (1 - ^(«JJItrfe-^M) 



£?U £?Z 



log 



<9u <9z 

Par conséquent, on peut définir une fonction réelle sur A entier en posant 

k(u)(x) =k a (u)(x) Vx e IVd G H a (X,E) telle que er(» 7^0. 



et on pose 



7Te (m) := sup h x (-^-, 2 \k(u)(x)\, Vue[f,c 

xeX \oz oz/ 



Lemme 4.1. Pour tout u > 1, on a h{-g-, jjj) 2 |fc(u)| es£ une fonction continue sur X . Il existe une 



constante réelle M3 telle que 



tt e {u) < M 3 , Vu > 1. 



Démonstration. Soit i£let{^} une base locale de TX au voisinage de x. Par définition, il existe a 
une section holomorphe locale de E telle que cr(x) 7^ et que dans un voisinage de x : 



k(u) = k a (u) 



d_d_ 

du dz 



log h u (a,a) 



donc la continuité de k et par suite celle h(-ê-, -8-) ^k{u) au voisinage de x résulte du fait que h u est 



On a dans un voisinage de x : 
d d 

K u ) = ^- JT (log h u (a,a)) 
Oz ou 
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= dp p -! ( £h p - £hp-i _ hp-hp-! d b \ 

du \ h u h u dz U J 

au /i u \az /ip-i \ hp / oz \ hp / h u ) 

_ df>p-i h p ( d h p / h p -! \ d 

du h u \dz h p -! \ h p J dz p 

du h u \dz °^ hp-! ^ h p ) dz ^ p 1 ^ p 1 \ h p ) h u dz p 1 
_ 9p p _i h P ( d h 

9m /ij \9z ^ h p -! h p \ h p ) dz ^ p 1 ^ 1 h p ' h p dz ^ p 1 



Comme les fonctions p p sont uniformément bornées et que la suite (/ l «) tl6 j 1 ^ converge uniformément 
vers /loo, on peut donc trouver M{, M2 et M3 trois constantes réelles telles que 

Hdz'dù \ k ^ M Mwz^ 

d d \ - i (h 



On a 



d hp 
— log— ^ 

az «p-i 



^ ^ A;— 2 



< 



^->|X>(M)~ 5 

p k=2 



d h k 
— log- — 

az ai 



fe-i 



h x (— —) 

\dz' dz) 



dz 



log/ii 



< (p- 1) sup \\hx(^-,^-) 'j-'ogT^- 

„ e N*H wz az/ dz h n -! 

, / <9 d \ -h d , 
Vaz az/ az 







sup 


hp 
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de la même façon, on obtient : 



K 




hp-i 1 


h n -i 


sup 


h p 



d d \ -3 
9z' <9z/ 



log/l] 



T-p-1 



Donc, on a 



+ M^(2p - 3) 



d d \ ~h 
dz' dz) 

hp-i 



d h n 
dz tln-l 



h r . 



1 



sup 



sup 

/ d d \ ~h d h n 
Mâï'aï) âî bs i^7 



log/ii 



ip-1 



Puisque ne dépend pas du choix de la section locale a et que X est compacte, on peut trouver 
(Uj) - eJ un recouvrement ouvert fini de X tel que déduire que pour tout j G J, k(u) = k aj (u) sur Uj et 
<Tj une section locale non nulle et que 



>x 



d d \ ~\ d 



dz 1 dz 



dz 



loghi(sj,Sj) 



soit bornée sur Uj. Par suite, il existe M'I , une constante réelle telle que 



hx 



d d \ -\ 
dz' dz) 



\k(u)\< M[ sup 



d_ d_ 

dz' dz 



d h n 
dz h n -i 



+ M%(2p - 3) 
hp-i 



ip-i 



1 



sup 



/ d d \-è d n n 



h n 



+ M, 



- 1 



Montrons maintenant le reste du lemme, on a : 

d d 

P h x [ 

ce 

/ d d \~i d 



M u) = su Px h x (§- z ,-^) 2 \k(u)\ 



< M[ sup 



log- 



\dz 7 dz) dz h n -i 



sup 



+ A#(2p-3) ^(z)-l 



sup 

sup neN* 



\dz' dz) dz 



loe 



/in 



sup 



t-p-i 



hr, 



(x) 1 



sup 



Comme (/i p ) p6 n converge uniformément vers /ioo, alors on peut supposer que 



sup [ p 

pSN* 



tp-1 



1 



sup 



< OO. 



On conclut qu'il existe M3 une constante réelle telle que 

tt e {u) < M 3 , Vu > 1. 



□ 
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Remarque 4.2. Par ([5]), on a, il existe C4 £ f telle que 

Il 1 Ml C4 

F^W SUD ~ _ • 



En effet, on a 



1 du dz 1 dz dz h p —i 
> dpp-i , d d 1 d ^ fa p 
~~ ckt ' dz 7 dz dz h p ^ 1 



donc 



11 az az IIsu p 11 v h p /usup y u u y z y z ii&u p p m-oo p 

mais comme Q( -^-^ — l) = O(p-), alors 

li ™ P ( P||/l( ^'^ ) " H(U)|l -p)- C4 - 
Théorème 4.3. On a, pour tout £ e A°'°(X, E) : 

(^^^.^«^"«W V»>1. (16) 

Démonstration. On a. localement 

/ô d\~ 1 d 2 f (d d \~ x d df 

où / G A^ ' ^ (X) et cr est section locale holomorphe non nulle, donc 

<9A B , n f,/ 9 d\~ l d ( d \df 

Soit £ G A°'°(X, E). Localement, il existe fi,...,f T €E A°'°(X) et ei, e-i, . . . , e r des sections locales 
holomorphes non nulles de E telles que £ = Xà=i /* ® e i- On a 

<9A Bi „ >A dA E . u 



i=l 



i=l 



'A' 



Par suite, 



\ du 1 du 



L 2 ,u An Jx 



è//*(^r 1 ' t <»>' 2 Ç§i'-<^>^ 



39 



Mais puisque J2kj ^^rMefc; e .j") > 0, alors 



;kj 

dA EjU ^ dA E , U ç 
du ' du 



Corollaire 4.4. On a 



L 2 ,u 



l 

2^ 



X 



d d \-i 



dz' dz 



dfk dfj 
dz dz 



h u (ei, ej)dz A dz 



<4w / x E 



9/fc dfj 



x — dz dz 



h u (si, ej)dz A dz 



dA 



du 



B,« e -tAi 



e 2 

< — ^7r E (u), Vu > 1, 



pour tout t > /ïxé. 

Démonstration. Soit t > 0, et 77 e _E) et on pose £ :— e~ tAl 



''h 



□ 



(17) 



De CES]), 011 a 



du 



du 



< 



L 2 ,u 



tt 2 e (u)(a EiU 



(18) 



Si l'on décompose 77 suivant (u tl .fc)/ c eN, une base orthonormale pour la norme L^, formée par les vecteurs 
propres de A E _ U : Il existe a U fl, a Uj i, . . . des réels tels que 

fceN 

alors, dans le complété de A^ '°\X, E) pour L 2 , on a 

'■ u r) = E -K,ke~ Xu - kt a u , k v U: k = _ T E 
fc>i 



De là , on déduit que 



k>l 



A E u e~ tAl 



< 



e v-^ 1 12 c 11 



fc>i 



C il m2 
^2 ll^llz- 2 ,^' 



donc (fTÏÏl) devient 



e 7y 

au 



l 2 ,u \ du 6 ' <9u 



<^|(w)||A fÎ!tl e'* AE -"?7| l 



'7 

^)l 2 



^ e 1 2 / \|| II 2 



car e 



L 2 , 



'vWl* u j P ar l'inégalité de Cauchy-Schwartz 



-tA £ 



< 1. 



On conclut que 



dA EiU ^_ tAi 



du 



e 2 

< —=1T E (u). 

L 2 ,u V' 



□ 
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Proposition 4.5. Si X — P 1 et hoo est une métrique de classe C°° sur 0(m) invariante par S , alors 
on peut choisir une sous-suite de (h n ) n >\ telle que 



tb(«) = 0(— ), V«»l, 



par conséquent, 



-tAr 



-> e 



-tAt 



Démonstration. Comme est C°° et invariante par S 1 alors la fonction f 00(11) := log hoo(\, l)(exp(— u)) 
est concave et de classe C°°. Par application du (|3.10p . on déduit que /i( J|, -§^)~^ J| log /i„(l, 1) converge 
uniformément sur tout compact de C* vers h(J^, -§^)~^ -§£ log h^l, 1). Par un choix de sous-suite conve- 
nable on peut supposer que 



d K 



dz h n -i 



= 0(—), Vn»l. 



donc, 



On conclut de (14. 4[) que 



7rB(u) = /l( ^'^ rèfc(u) = ° ( è ) VM>>L 



de 



-tAr 



<3u 



<^0(1), V«»l. 



□ 



On introduit la fonction suivante définie sur X donnée au voisinage d'un point x par l'expression : 

d 

— log h u (a, a)(x), 

où cr est une section locale holomorphe de E non nulle en x, et on pose 

d 



6e(u) = sup 



du 



log h u (a,a)(x) 



Proposition 4.6. V£, ^ G Â°' o (X,£0; 



< 2fe( U )||A^LIieilu, 



et 



dA 



E.u 



\ du 

Pour tous ti,t% et £3 > 



< 5E(u)[\\A E Mi\\^E,ur]\\ÎU\\î\\r]\\î + W^eAWvL 



f dA E ,u c - U A K u f e -t 2 A E u dA E,u c - t *A„ „ 

V du du 

C 2 C 



< 



tte(u)ô e (u)M\\ u \\ 7 \ 



(19) 



(20) 



où C est une constante réelle positive. 
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Démonstration. Soit £ e A°'°(X,E). On a 



_9_ 

<9u 



<9u 



+ a s ,^, — îog^ $ . 



<9u 



notons qu'on a utilisé le fait que log /i„ est réelle. 



Or 



2tt 



E9/jt dfj,, . i , 
-j^-j^huie^eA—dzAdz, 



kj 



2ir 



donc 



|((A B ,»«)„) - / x E f f M..^ A 

fcj 



En regroupant cela, on trouve que 



(tP«)J HiGMEf (^.(h>«».)0. 

fej 
fcj 



mais ^ fcj ^§-^-h u (ek, ej) > 0, on peut écrire la dernière inégalité comme suit 

(^r^)J- fe(u) / E^^^( e ^ e ^è |rfzA ^ l + ^ (u)l|A ^ l|L2 -" llelli2 ^ 

fej 

II£IIlv 

<2ô e (u)\\A e , u Ç\\ L 2, u U\\li,u- 
De la même façon, on établit que 

(Ajî,„^ (J^ log 



fej 



< 



dz dz 



3 h u (e k ,ej) 



2tt 



dz A dz + 



Jj-gi log K I h- (E % E li** A ^ + 1 ( ( l; log ''■• ) '') , 

fc— 1 fc=l 



< 



.Y 



fc=i fe=i 



9z ' ^— ' <9z / 27T 

fe=i fc=i 



dz l\dz 
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+ S E (u)\\A E ^\\ L 2 tU \\rj\\ L 2 u On a utilisé \h u {v,v')\ < h u {y,v)*h u {v' ,u') 2 

< M „ (j K{ ± §, t § )* A *) è (/ k(± f ,è f a *) 4 

A/ — 1 — X — X /c — X 

+ <$e(u)|| AE,uClU 2 ,«ll'?l|i 2 ,« P ar Cauchy-Schwartz 

= ô e (u)(Ae,u^OH^e,u^v)^ + ÔE(u)\\A EtU Ç\\ L 2 !U \\ri\\ L 2 >u 

< S E (u)\\A E ^\\hJ ^E,uV\\ hJtWhJvW h, u + SE(u)\\*E,«t\\v>,u\\v\\v,u. 



Si l'on pose rj = e tAg '" 9 ^t B,u - j, alors 



Ae^??! 



L 2 . 



A EyU e 



-iA fi ,„ ^E,« , 



L 2 . 



<3 t e 



~tA £ 



< 



C 



-7 



C, 



, (puisque ||a t e-* A ^î;|| < ^\\v\\) 

L 2 ,u t 



donc, 
On a, 

dA E . u _ tA dA Eu 



A EyU e 



-tAi 



du 



— , \\ a ï \\L 2 ,u- 
L 2 ,u t OU 



du 



du 



7) 



<^ E (u)\\A E ^JA E ^e-^ 
+ fe( U )||A £ ^|| L2iU ||e- tA -^^7lk 2 , tl 



du 

< ^5 E (u)\\A E ^hJ^l\\m\\hJe 



-tAi 



<9A 



E,u 



— tA E „ 9A E u 



du 



+ s E(u)\\A E ^\\ L 2 u \\e 
C 



l\\v 2 ,u 



< 



du 



On a montré que, voir (|4.4I) 



9A fî „ _ tA 
e 



<9« 



< M") 



Donc 

| ( 8A B ,u „-tiA B . n g c -t 3 A B , t , 5A g , u ^-taAg,,, 



V Su 



9m 



- ) | < J= fe ( M )||A B , ue -*^-.^||l 2] J| e -^^.^||l 2i J|^e-^,« 7 l U „ „ 



+ 5 B (u)||A B , tl e 
C 2 7te(u 



7||l 2 , u 



< 



fe(w)ll£IU 2 ,«ll7lUv + c ^ E j^} 8 B (u)\\Ç\\ L a uW'yWli u . 

Î1V*3 



□ 
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Théorème 4.7. Il existe une constante c telle que 

de~ tAE - 



Démonstration. On a 



du 
de -tA E 



< cy/ 5 E (u) s/tte (u)t < , Vu > 1. 



L 2 . 



= I e -^- s ^^^e~ sAE -d S . 



du J du 

Si l'on pose t\ = s, t2 — 2(t — s) et t$ — s dans (f2T))) . alors 

2 /dA E ,u -sA 



e -{t-s)A B , u ^ e - s A £ ,^ 
5m 



< 



du 
C 2 tte(u) 
V 2 (< - «) 



-2(i-s)A. 



<9« 



Cn E (u) 



Par suite 



-(t-s)A E ,-. 



9u 



2 (72 

< ô E (u)n E (u)[- 



5 E (u)U\\l 



C 



L 2 . 



■s^2(t-s) 



et donc 



Q e -tA E , u 










du 







-(t-s)A E ,„ 



du 



-sA f 



L 2 ,n 



C' 2 



V s ^2(i-s) 



.s 2 



ds 



On conclut en remarquant que pour tout a, b > 



V SA /2(t-s) 



Théorème 4.8. On 



la 



ds + -^-ds, puisque \x + y\ 2 < \x\ 2 + \y\ 2 , 



— f v I 1 

2Va / r dx + Vit* 

Jo {t-x 2 )i 

- f 1 1 1 

Jo (l-x 2 )i 

cos(#) ,„ 1- 1 



2y/d~t , 

/o V 1 - sin W 2 
2V»^ / 2 cos(0)'d0 + Vè^ 
ci*. 



-tA f 



-> e 



-{Ai 



dans l'espace des opérateurs bornés sur le complété de A<- '^ (X, E) pour la métrique L 



□ 
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Démonstration. On a montré dans (I4.7[) que 

de~ tAE -™ 



du 



< C\J o~e{u)\/ 1TE{u)t 4 Vu > 1. 



L 2 



On en déduit qu'il existe une constante C5 telle que 

g e -tA E , 



du 



< c^\/ôe~(^\/t^{u)U Vm>1. 



Par (|4.1[) . la fonction tte est bornée. Et on a, 



<5e(ii) = sup — \ogh v {a, a) 



sup 

x£X 

o 



dP[v] h[v] - h[v]- 



dv h v 



l [v] + l 



Vv > 1. 



où [u] est la partie entière de u. Donc il existe une constante M' telle que 

Vl+i 



\j8 E {v)dv < 



y/ Ô E (v)dv 



< I V^)dt 



K]+i 



Comme on a supposé que (voir début de (U])) : 



p=0 



< 00, 



sup 



(21) 



alors (e * AE '") n>1 converge vers un opérateur qu'on note par L t pour tout t, L t est compact pour tout 
t fixé par (16. ip et vérifie 

(a i + A Bj0O )i t = Q ) 

donc t ^ L t est une solution à l'équation de Chaleur associée au Laplacien A^ ^o, par unicité, on conclut 
que 



L t = e 



-tA, 



□ 



Remarque 4.9. Voir ([3]) pour des exemples de suites de métriques vérifiant 



El 



hp-i 



- 1 



< 00, 



on peut prendre par exemple avec les notations de \(p) = 2 P . 
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Théorème 4.10. La suite ((/ + Ae.u) ) >i converge vers une limite qu'on note par (I + Ae,oo) ■ 
C'est un opérateur compact et autoadjoint. 



Démonstration. On va montrer que 



L- . 



< EÔ E (u), Vu > 1. 



Soit 7 G A°'°(X, E). 



d_ 

du V 



(l + A, 



i + A,,,) '^f^C ! A t -, 



On pose £ = (/ + Ab,„) _1 7 et r? = (J + A Ê!tl )- 2 ^f^(7 + A^)"^ dans l'inégalité CEI]), alors 

I V ou ou ' h I 



''■A,. ...... , . , , _ 2 dA E , u ^ 

du 

< S B (u)\\A E:U {I + A E , u rH\l l|Ai5,„(/ + A BiU )-^^-^(7 + Ae^-^U MI + Afl.J-^ll?, „ + A B ,«)- 



,dA E , u , 



-l — Il S I 



du 



(i + Ae^-^U 



+ 6e(u)\\Ae, u {I + ^B.urHUW + Ae,uT 2 ^^{I + ^E.ur^h^u Par G3 



■ 1 ^(/ + a e ,„)- 1 7 ||' 



<iS E n\h\\l 2 j(i + A EiU y 

+ *Se(u)\\j\\ l2> J(I + Aa,,)- 1 ^^ + A^rMl^. 

ou 



*L 2 ,u" " L 2 . 



1|(/ + A B , u )- 1 ^i(/ + A B , 11 )- 1 7 F 



£ 2 , 



Or (I + Ae, u ) 1 est autoadjoint pour la métrique L 2 , donc 

2 



9u 

<8fe(w)||7|U2 !U 



(*^(J + A^)-^, (J + A^)- 2 ^^/ + A t .„ r 1 - ) 



(7 + A iî , u )- 1 ^^(/ + A B , u )- 1 7 



par l'inégalité ci-dessus. 



L 2 , 



Ce qui donne que 

d_ 

du 



(I + A E ,uï 



L 2 . 



(J + A^^^^CI + A^)- 1 



< 8<Îb(u). 



L 2 . 



Comme les normes (-£^)ue[i,oo] sont uniformément équivanlentes, il existe une constante c" telle que la 
dernière inégalité devient : 



L 2 . 



donc, si 1 < p < q, on obtient : 

(I + Aej)- 1 - (I + Ae,,)- 1 



< 8c"S E {u). 



< 8c" / S E (v)dv. 

L 2 ,oo Jp 



Or, 5e (u) = 0(|| h fr ]+1 — l|| sup ) Vu > 1., donc pour p, q ^> 1, on peut trouver des constantes M" et 
Af( 3 ) telles que 



(/ + Ae.p)- 1 - (/ + A E , q y 



9+1, 



< 



L 2 ,oo 



k—p 



hk-i 



- 1 



46 



Par hypothèse, voir début du paragraphe, le dernier terme tend vers zéro lorsque p,q i— > oo. Par suite, la 
suite d'opérateurs compacts ((Ae jP + /) _1 ) peN converge vers un opérateur P, qui est compact par (|6.ip 

et qui vérifie (Ae,oo + I)P = I- On le note par (Ae,oo + I) 1 - D 

4.1 Une extension maximale positive autoadjointe de A E oo 

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer que Ae,<x> admet une extension maximal positive et 
autoadjointe à un sous espace qu'on note par r H.2{X, E). 

On commence par revoir la notion d'extension positive et autoadjointe des opérateurs Laplaciens 
généralisés. On se limite aux surface de Riemann compactes. On note que le cas du fibré hermitien trivial 
est traité dans [SJ Chapitre 14.2]. 

Soit X une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites holomorphe sur X. Soit u>x mie 
forme de Kâhler normalisée sur X, et \ie est une métrique hermitienne continue sur E. On note par 
par A(°'°'(X, E) l'espace des fonctions C°° sur X, à valeurs dans E. Pour tous (f>, ip 6 A^ ' ^ (X, E), on 
définit un produit hermitien (<fi,ip) comme avant, la norme correspondante sera notée par || • ||, et on 
l'appellera la norme-L 2 . Soit T-Lq{X,E) la completion de l'espace pre- Hilbertien (A^°\X,E), (,)). On 
montre que T-Lq{X,E) ne dépend pas des métriques. En fait, si on se donne deux métrique continues X 
(resp. sur E) alors en utilisant la compacité de X, on obtient deux métriques équivalentes sur A^° :0 \X, E). 

Lorsque les metrics de X et de E sont de classe C°° , alors on sait que le Laplacien généralisé admet 
une famille totale fa, fa, fa, ■ ■ ■ in Hq(X, E). On a : 

oo oo 

H (X,E) = {</> = Y f a k 4> h | ||0|| 2 = Y, M" < °°}- 

k=Q k=0 

Si l'on pose, 

oo oo 

H 2 (X,E) = {0 = ^a k fa | g \ 2 k \a k \ 2 < oo}. 
k=a k=o 

Alors, on a 

A (0 >°\X,E) ÇH 2 (X,E) ÇH Q (X,E). 

L'inclusion à droite est évidente, quant à l'autre inclusion, elle peut être déduite de [5J 14.2.2 p. 367]. 
Comme Ho{X,E) est complet pour || • ||, on note que H2(X,E) est le complété de A^°'°\X, E) pour la 
norme hermitienne || • || 2 , définie comme suit : ||0|| 2 = ||0|j 2 + ||A0|| 2 , pour tout cj> € A^°'°'(X, E). 

On peut voir %2(X,E) autrement, en effet, on montre que <f> G H2(X,E) tel qu'il existe (4>j)jeNi urie 
suite dans A' 0,0 ) (X, E), qui converge vers <fi pour la norme-L 2 et tel que la suite (Afa)j e fq admet une 
limite dans Hq(X, E). On peut alors écrire : 

H 2 (X,E) = {I + A)- X H {X,E), 

Soit (j) G H(X,E), il existe (4>j)jeH, une suite dans A^ ' ^ {X, E) qui converge vers <f> et telle que 
(Afa)j^fi admet une limite. On vérifie que la limite est unique. On introduit alors l'opérateur linéaire, Q 
sur T-LïÇXfE) donnée par Q{fa = limjgN Afa pour tout <f> g T-L2(X,E) et (fa)j^ comme avant. Alors Q 
est une extension maximale positive et autoadjointe de A, avec domaine Dom(<5) = Ti.2(X, E). Vérifions 
que : 

Q{fa - V - 0, (22) 
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pour tout (f> g H2(X,E), où ip est l'unique élément dans Ho(X,E) tel que <j> = (7 + A)" 1 if}. Soit 
^ G l-Li{X^ E), puisque 1+ A est inversible alors il existe un unique ?/> G Hq(X, E) tel que = (7 + A)~ 1 -0- 
Soit (V'i)ieN une suite dans ^4(°' )(X, _E) qui converge vers f/> pour la norme L 2 , alors on conclut que 

(J + A)- 1 ^)^ 

converge vers vers pour la norme L 2 . Comme, Q(4>j) = Aç^- = ipj — <t l j pour tout j G N, alors (<5(0j)) Jg N 
converge vers tp — <p. Alors, 

Q(0) = V - 

Si T est une extension de A, c'est à dire un opérateur linéaire autoadjoint et positif T : Dom(T) — > 
Ho(X,E) tel que : W.2(X,E) Ç Dom(T) et que la restriction de T à H2(X,E) coïncide avec Q. Soit 
<j) = Y^jLo a j ( i ) j dans T-Lq(X, E), alors il existe bj G C pour tout j G N tels que : 

oo 

T(j) = ^Tbjfa, 
j=o 

On a, 

&, = TO),^-) = (0,T(^)) = {4>,Q{4>j)) = MMi) = Vi- 

Rappelons que ||T</>|| 2 = X)j!lol^l 2 < 00 • De ^ > on obtient que Yl'jLo ^ j I a j '1 2 < °°> P ar suite 
G 1-L2{X, E). On conclut que T = Q. On dit que Q est une extension maximale positive et autoadjointe 
de A. 

On se propose dans la suite de construire une extension maximale positive et autoadjointe pour Ae,oo, 
qu'on notera par Qe,<x>- Soit (h u ) u> \ comme avant, et soit (Ae,u) u >i la suite des Laplaciens généralisés 
associés. 

De (|4.10p , on a ((/ + Ae.u)^ 1 ) u>1 converge vers (I + As,oo) _1 ) pour la norme L\ et par suite pour 
norme L 2 avec v fixé. On a aussi que (I + Ae.oo)' 1 est un opérateur compact sur Hq(X,E). On note 
que (I + Ae, u )~ 1 'Ho(X,E) ne dépend pas de u. En effet, cela résulte de ce qui précède , et du fait que 
les métriques sont uniformément équivalentes. Alors, 

U 2 (X,E) = (i + A E ,oor 1 n (x,E). 

Lemme 4.11. Soit H un espace de Hilbert. Soit (|| •|| u )u>i une suite de norme hilbertienne uniformément 
équivalente sur H , qui qui converge vers \\ ■ W^, une norme hilbetienne sur H . 

Soient (r) u )u>i et {if u )u>l deux suites dans H , qui convergent respectivement vers rjoo et n'^ pour une 
norme \\ ■ \\ v avec v > f. Alors, la suite complexe [(r] u , Vu)u) >1 tends vers (rjoo, f^Joo* 

Démonstration. On a, 

Par hypothèse, il existe une constante M telle que \(j] u - r]oo,r]' u ) u + (r/oo,il'u ~ r l' 00 )u\ < M(\\ 

TJu Voo 1 1 oo ~r 

Mu - »?ooll<x))> et Puisque (|| • || u )„>i tend vers || • H^, on conclut que ((7700, if 00 ) u ) u>1 converge vers 

Soit <fi G H2(X,E). Alors, il existe un unique élément ip G Hq(X,E) tel que <f> = (I + Ab -oo ) _1 -0. 
On démontrera l'unicité dans la suite (voir preuve du (|5.6[) ). On définit Qe,<x>, l'extension de A# j00 
comme suit : Soit <f> G 14.2, donc, par hypothèse, il existe un unique élément ip G Ho(X,E) tel que 
<t> = (I + Ae^oo)" 1 ^, on pose : 

Qs,oo(0) :=ip — (f>, 
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Vérifions que Qe, oo est une extension positive autoadjointe de Ae,oo- Afin d'établir la positivité de Qe,oo 
on a besoin du lemme suivant : Il existe une suite {4> u )u>i dans Ti.2{X^ E) telle que (0u)?x>i converge vers 
4> pour une norme L 2 , et telle que (Qe.u(4>u))u>i tend vers Qe,oo{4>)- En effet, soit <p u := (I + Ae, u ) ipi 
Vu > 1. On a, 

((/ + A Ej „)- (/ + Ajs i0O )- V see @30) 

Notons que Qe.u{4>u) — ip ~ 4>u (voir (|22|l ). qui converge vers ^ — <f> — Qe,oo (</>)• Comme Qe,u est 
positif pour (,)„. En d'autres termes, (Qe,u(4 > u),4 > u)u > 0. Puisque (())«) >i converge uniformément 
vers (, )oo et d'après lemme précédent (|4.1ip . On conclut que 

(Qb,oo(0), 0)oo > 0. 

En utilisant le même argument, on montre que Qe,oo est autoadjoint. 

Soit e A(°'°)(X,.E). Par flUD, l'élément V := (/ + A EiOO )0 appartient à U (X,E) , et 

(/ + A B , U )- V > (I + A B .oo)" V, 

donc, 

Qe,oo{4>) = 1p - <f> = A E ,oo4>- 

Soit T une extension de Qe,oo, c'est à dire un opérateur linéaire positif et autoadjoint T : Dom(X') — > 
H (X,E) tel que H 2 (X,E) Ç Dom(T) and = Q B)0o . Soit e Dom(T), on pose ip := (J + T)</>. 

On a i/> e Hq(X,E), donc 6> := (I + A^)- 1 ^ e H 2 {X,E). Par suite, 

(/ + T)(0) = + Q E ,oo(0) = 6 + ^-6)=^. 
Mais rappelons que ip = (I + T)<fi, alors 

(T + i)(e-cj>) = o. 

Comme T un opérateur positif, et donc T + I aussi, alors on déduit que 

= = (J + A B , oo )-V 

Donc, 

Dom(T) = H2{X, E) and T = Q E , 00 . 
Par suite Qe, oo est une extension maximale positive et autoadjoint extension pour A EjOC . 

Théorème 4.12. L'opérateur A EjOC admet une extension maximale positive et autoadjoint à H2(X,E), 
on note aussi cette extension par A Ej00 . On a : 

(/ + A Ê , 00 )(/ + A fî , 00 )- 1 = J, 

sur'Ho^XjE), où I est l'operateur identité de T-lo(X,E). 

(I + A E ,oo)~ 1 (I + ^E,oo)=I, 

surl-L2{X,E), où I est l'opérateur identité de 'H.2(X,E). 
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Démonstration. La première assertion est déjà traité dans la discussion précédente. 

On avait supposé qu'il existe un unique ip £ Hq(X, E) tel que 4> = (I + Ae.oo)^ 1 ^- Montrons cela. Il 
suffit de montrer cette égalité : 

(I + A E:OC )(I + As^y 1 = L 

sur H (X, E). 

Fixons £ G A* - ) (X, E). D'après on a, 

lim A BjU Ç = A E ,ocÇ, 

et 

||Ae, UO oC||l 2 ,oo < °°- 
Soient tp G U Q {X,E) et £ e A( 0,0 )(X, E 1 ). En utilisant (pETT)) . on obtient : 

((A Bi0O + 7)(A B)0O + J)"V, e) i2)00 = ((A B ,oo + 2)"V, (Ae,oo + i)e) £ » i00 

= lim ((A B , U + /)">, (A BlU + J)£) 

= lim (V'j^ra „ 

Donc, on a montré que pour tout ip G Hq(X, E), 

((A B)0o + 7)(A B)0o + J)"V - ^, Ol^oo = V£ e A^°\X, E). 

Afin de conclure, rappelions que si D est un sous espace linear d'un Hilbert (77, (, )#), et si on suppose 
de plus qu'il existe v £ H tel que (u, z)h — pour tout z G 73, alors w = 0. En effet, on considère (zj)jeN 
une suite dans D qui converge vers v. On a (v, v)h = lirnji_>oo(î;, = 0. 

On applique ce lemme à 77 = H {X,E), D = A^(X,E) et v = (A Bj00 + 7)(A B)0o + Z)" 1 ^ - V- On 
conclut que, 

(A £:00 +/)(A^ 00 + /)- 1 =7. 

sur H (Jf, E). 

Montrons l'assertion qui reste. Soient £ <E %i(X, E) et ip E Ho(X, Ë), on a 

((Au l00 + ^"HAs.oo + m, ^) L2iOC = ((A B ,oc + I)t (A £i00 + 7)" V) i2;00 

= (e, (a £:00 + j)(a Ei00 + /)- V) i2)OC 

Donc, 

(A B , 00 +7)- 1 (A E!00 +7) = 7, 

sur -H (X, E), 



□ 



Corollaire 4.13. Ae.oo possède un spectre discret, positif et infini. 
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Démonstration. C'est une conséquence de la théorie spectrale des opérateurs compacts, positifs et au- 
toadjoints, appliquée à (/ + Ae,oo) • □ 

Théorème 4.14. Ae,oo admet un noyau de Chaleur, qu'on note par e ~ tA B,°o j t > 0. 

Démonstration. On a montré que Ae,oc est un opérateur positif et autoadjoint. Par (17.3p . on déduit que 
A^.oo engendre un semi-groupe e ~* AE DO pour tout t > 0. 

□ 

4.2 Trace et fonction Zêta 

Dans la suite, on notera par < Àoo.i < Aoo.2 < ■ • ■ l'ensemble des valeurs propres de Ab i00 comptées 
avec multiplicité. 

Dans le cas où les métriques hx sur X et He sur E sont de classe C°° , alors on a le résultat suivant : 

Proposition 4.15. Le noyau de chaleur e _tA d'un opérateur Laplacien sur une variété différentielle 
compacte, est un opérateur nucléaire, ( voir (|6.2p ) et on a 



Tr(Pe-* A ) = e ~ Xkt > 0, 



keN 

où les Ai < A2 . . . sont les valeurs propres non nulles de A comptées avec multiplicités et P est le projecteur 
de noyau ker A pour la métrique L 2 . 

Démonstration. Voir [2J proposition 2.32 p86] et [23]. □ 
Théorème 4.16. On a 

9(t) = (4 7 ri)- 1 rg(i;)vol(X) + 0(1) 
quand t — > 0, avec O(l) est une fonction en t bornée au voisinage de 0. 

Démonstration. Voir [2j théorème 2.41]. □ 

Soit (Ae iU ) u d'une famille C°° de Laplaciens généralisés sur surface de Riemann. On note par 9 U la 
fonction Thêta associée à Ae, u , rappelons que si l'on note par Ai jM < A2,« < ... les valeurs propres non 
nuls comptées avec multiplicités de Ae, u , alors en fixant u, on a pour tout k entier, il existe des réels 
a u -!,a ufi , . . . , a Ujk tels que 

k 

9 u (t)= a u J l + 0(t k+1 ) 

i=-l 

pour tout t proche de zéro. 

Proposition 4.17. On considère (h u ) u> i une famille de classe C°° de métriques hermitiennes sur E. 
Alors ao. u et a~\. u sont des fonctions constantes en u. 

Démonstration. D'après (|4.16p . 

a_i, u = 47rrg(£T)volpO, 

qui ne dépend pas de u. 
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Pour montrer la deuxième assertion, soit t ^ 1 un réel strictement positif et on considère la donnée 
suivante ((TX, thx); (E, h u )) . La variation de la métrique de Quillen associée à t est donnée par la formule 
des anomalies suivante : 



log h Qt ((TX,thx);(E,h u )) + l°g h Q,((TX,h x ):(EM u )) = / ch ( E ') h u )Td{TX, th x , hx) 



X 



voit [3]- 

On vérifie, en utilisant l'expression locale du Laplacien, que 



A, 



\{TX,th x );(E,h u )) = t 1 ^((TX,h x )-{E,h u )) —t Ai ltt) 



alors C t ' At (0) = Cai „(0) logt + (0), où on a noté par (a 4 „ la fonction Zêta associée à la donnée 
((TX,thx)] (E,h u )). On montre que 

Td{TX, th x , h x ) = ~ log t + i log t c x {TX, h x ) , 

dans ® p > Â^(X), voir [TT] pour la définition de la classe de Bott-Chern. 
Comme Vol thx = t dimX Vo\ hx , alors 

n L 2 ,((TX,th x ):(E,h u )) — t n L 2 X(TX,h x );(E,h u ))- 

En regroupant cela dans la formule des anomalies, on obtient que 

-2dimff°(X,£)logt + CA lu (0)logt = -logt / Cl (E,h u ) + hogt [ Cl (TX,h x ). 

1 Jx Jx 

On rappelle que £(0) = ao, voir par exemple [231 Théorème. 1], alors 

u = ±J^ Cl (E) + ^J^ ci(TX) + 2 àimH°(X, E), Vu. 



ao, 



(23) 
□ 



Définition 4.18. On pose pour tout t > 0, 

M*) : = 



P°°e 



-tA f 



avec P°° est la projection orthogonale de noyau kcr(A£ i00 ) pour la métrique L^. On l'appelle la fonction 
Thêta associée à l'opérateur A^ j00 . 

Lemme 4.19. Pour tout u < oo, soit P u la projection orthogonale à H°(X,E) pour la métrique L\. On 
a P u est un opérateur borné et 



Qpu 

du 



= O 



d_ 

du 



log h u 



) , Vu < oo. 



3. Voir 1 16.21 1 pour la définition de la norme || ■ ||i. 
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Démonstration. Soit {ei,...,e r } une base de H°(X,E). Soit 1 < u < oo. Pour tout £ e E 1 ), il 

existe a^"' (£),..., ar (0 G C tels que 



^î = î + E fl f , (0(l®ei). 



i = l 



qui sont donnés par 



■(£,1®. 



/ = 1 



On pose ^4( u ) la matrice 



= ((1 ® es*, 1 <8> ej)^,,,)^^,., 
et D u l'opérateur A^{X,E) -> C r défini par D u (£) = -*((£, e x <g> I)za u , ...,(£, e r (g) 1)l 2 ,«)B 

Comme est inversible puisque det(yl (u) ) = Vol£ 2 „, alors 

/ 4 u) (0\ 



On a 



Il suffit de montrer que 



9k 



On a 



9 , i, 

Ou 



du 



du 



Puisque (h u ) u converge vers hoo uniformément sur X alors on vérifie que (j^A^™^ converge vers 

(Al- 00 }) 1 pour un choix de norme matricielle quelconque, donc ((A^) 1 est bornée pour cette norme 
matricielle. 



Soit £,77 G A^iX.E), on a 



d 



X 



(o 
— log h u )h u (Ç,r))ùj x 



£, (^log/i u )ï? 



< 



a 1 1, 

-5- log ft„ 
ou 



4. *(*, ••-,*) désigne la transposée du vecteur ligne (*,...,*) 
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On déduit que 



dP u ( d \ 
-t— = — log/i„ , «>1. 
ait v ait sup/ 



□ 



Théorème 4.20. Pour tout t > 0, e~* AE >°° est im opérateur nucléaire. On a 

lim u (t) =6» 0O (i). 

La fonction Zêta ^ définit par : 

Coc(s) = =7^ / e 0O (t)tr- 1 dt, 

est holomorphe sur Re(s) > 1 et 



OO 

Coc(s) = El^- VRe(s)>l. 



\s 

k-1 °°. fe 

admet un prolongement analytique au voisinage de et on a 

C(0) = lim C(0). 

w— > oo 

avec Cu est Za fonction Zêta associée à Ae, u - 

Démonstration. Soit R un opérateur de rang inférieur à n, (voir ([6]) pour la définition de er„(-)). Fixons 
t>0, on a 



a n {P°°e- tAE >° 


*)oo < 


|poo e -tA_B_ 


°° - R \\l',oc 












< 


|poo e -tA_B_ 


» _poo e -tA E ,„|| + 


poOg— tAe.u _ 


P"e~ 


~ tAB '"llr2 + ||P«e-* AB .» - R 
\\ L z ,00 M 


L 2 ,oo 




< 


|^°°IU 2 ,oo| 


e -*A B ,»_ e -tA E ,„|| 

M L J ,oo 


_|_ || poo pu 


L 2 ,oo 


| e -*A E , u || + ||pn e -tA E , u _ 
1 IIL 2 .oo M 


P 1-2 


On a alors 
















t7 n (P°°e-* AE - 


°)oo < 


|^°°IIl^oo| 


e -*A»,o._e-* A ».«|| ra 4 

ML ,00 


-1 P°°-P u l i2 


1 1 e 

oo 1 1 


«Ae.-uII i _ (pu „-tA®,„\ 

lli 2 oo ' oc " 





Comme e * Ae « (resp. P") converge pour la norme L 2 vers e * Ae ,°° (resp. vers P°°) et que la suite 

î, alors 

^(P^e-^-îoo <liminf<T n (P u e- tA,f '«) 00 . (24) 



le E '" L, ) est bornée, alors 

I II L ,00/ u 



Rappelons que 



9„(i) = ||P u e- tA " 



Par (|6.2p . ||P"e ^"([j u est la somme des valeurs propres non nulles de ((P"e iA «)*(f u e * A „^ 2 conl p_ 

tées avec leur multiplicitées où on a noté par (P"e _tAu )* l'adjoint de p u e~ tAu pour la produit (,)l 2 - 
Vérifions cela : on va montrer que 

e -tA u *(puy p u e -tA u =Q 
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sur H°(X,E), et 



-tA u /pu\* pu & -tA u _ g -2tA„ 



sur l'orthogonal à H°(X,E) pour la métrique L? u . 

Puisque e _tA " laisse stable H°(X,E) et son orthogonal, alors il nous suffit de vérifier que 

(P U )*P U = 0, 

sur H°(X, E), ce qui est évident, et 

(P u )*P u = id, 

sur son orthogonal. On peut vérifier que P u est autoadjoint pour L 2 a . 

On a (P U *£,,C) L 2 = (Ç,P u ?)li = (CC')lj si £' est orthogonal à H°(X,E), donc P u *£, 
H°(X,E). Si £ est orthogonal à H°(X,E) alors 

= -(^o) iV + o 

= 0. 

donc, 

= G H°(X,E)^. 

Maintenant, si £ e H, on sait qu'il existe r] G H°(X, E) tel que 

P u (e- tA ^) = e - tA ^ + ry, 

par suite, 

pu*pu( e -tA u ^ =p u* e -tA u ^ 
On conclut en rappelant que e _ * A " laisse stable H a (X,E) et son orthogonal pour l? u . 
On pose, pour tout u > 1 : 



u ,oo(t) := P u e 



I l.oo ■ 



On a pour tout u, u' > 1, 

< 











pu e -tA E u , 










l,oo 




l,oo 



pu e -tA E<u _ pu' e -tA E u t 



1,00 



°/pv e -tA B , v j dv 

ov ' 



1,00 



< 



fj^ P *«-""^ P "l(e->^)) 
f 

J U 



1,00 

dv 



1,00 



dP l 
dv 



pv e -tA EiVdv 







+ 




1,00 





e 2 



A E ,„ 



dv y 



e 2 



Ai 
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< 



Qpi 

dv 

gpv 



pv e -tA E , V(iv 



dv 



L 2 ,c 



1,00 

%, <x {t)dv + 2 

""' 1 , 



dv 



L 2 , 



Ov,oo(-j)dv par (fïïljj) 



/ f i 1 i i 

<c 8 — y (^.«(tJ + ti^ooC-JJdi;. 



On a utilisé les faits suivants ^(e" tA ")£ = ^(e~ tA -)P v ^ et que ^P v = ^Id. Montrons la 
première assertion : Soit £ G H, il existe ao, • • • , a r € C tels que £ — P£ = a.;l (g) e^, donc 



e -tA u _ e -tA v 



f--P"(0) = ^- T (£a i (l®e i )-a i (l®e i )) =0 V^m' 



u — w \ / u — u 

On introduit la fonction C«,oo définie par 



1 f°° 

C«,oo(s) := — / e u ^{t)t s - x dt, Vs G C. 



Si l'on pose -B = P u dans (|5ÏÏ|) . on obtient 

1-e, 



ce qui donne que 



L < < Y37^,oo(*), vt > 0, 



1 — e 1 + e 

^— — C«,oo(s) < C«(s) < "j Cu,oo(s), Vs G 

1 + e 1 — e 



(25) 



(26) 



Comme C«( s ) es t fini pour tout Re(s) > 1 et tout u > 1, alors £00, u existe et fini pour tout Re(s) > f. 
D'après ce qui précède, on a pour tout Re(s) > 1 : 

f°° f°° r u ' 1 r°° / f \ 

J f-^ooWdê-y r- 1 8*,oo(t)dt <csj —y (i Rc(s) ^ 1 ^ooW + i Rc(s)+ ^ 1 ^,oo(2))^- 

Par suite, pour tout réel Re(s) > 1, on a 



Cti,oo(^) Cw',oo(^) 



< 



Notons que si l'on multiplie par £ > 0, il est possible de supposer que les premières valeurs propres 
de Ae jV sont > 1, donc on aura pour tout s > f : 



^ 00 ^ 00 ^ 
&0-C(- + Z ) = £jT--£TÏÏT 



fc =i fe =i A fc - 



y — Lf 1. 

k=l A ">fe A M fe=l -Vfc 
f 



> 



= 1-— )Us). 
A? 
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On conclut de (I26I) . qu'on peut avoir 



Çv,oo(s) > (v,oo(s + -), Vs>l,Vv>l. 



Donc, on obtient 

Cu,oo(^) Cu',oo(^) 



< 



|( £^ +2 ^>H£(^)/;'^ (Re(s))A ,VHe (8 ,>, 



(27) 



Maintenant on suppose que s > 1. Montrons que pour tout Vit, u' 3> 1 et pour tout s > 1 : 
P V lo g 2l2« 2«'IV |r(s)| T( S ) ^ - C'.ooW " Vlog2l2" 2«'IV |r(»)| 



r(a + |) 
r( s ) 



(28) 



Si it' H> Cm'.oo(s) est difFérentiable pour s fixé, on obtient de (|2T|) 



_9_ 

c9m 



Cu,oo (s) 



< 



r(Re(s)) 
2"V |r(s)| 



C'8 



+ 2 R<=( S ) + i 



r(Re( s ) + 1; 
|r( s )| 



par suite 



et donc, 



10gC«,Oo(s) 



< 



l0gC«,oo(s) - logCu' .oo V / 



c 8 ^ r(Re( 5 )) , r( s +i) 
|r( s )| + r(5) 



r(Re( s )) + i r( s + i) 
|r( s )| + r( s ) 



< Cs 


1 1 


- log2 


2 U 2 U ' 



Vw, u' . 



Si u' i— > ^',00(5) n'est pas difFérentiable, on applique le lemme de Gronwall à la fonction u' 1— » Ç U ',oo(s), 
notons que cette fonction est continue, car localement lipschitzienne, cela résulte de fait que v t— > Ç v (s) 
est continue, de (l2"ïïl) et de (|2T|) . 

De (|2^|) et (12"5)) . il existe des constantes réelles positives C12 et C13 telles que 



C12 cxp 



1 1 i/r(Re( 8 )) ioS+ ir( s + i)\\ Cu ( s ) 



log 2 I 2 



u 2"' I \ 



|r(») 



-+2 S+ 4 



r(») 



es | 1 1 |/ T(Re( S )) |2S+i r( S + |) 



C«'(s) 



^ ci 3 exp — — —--y 



Vlog2l2' 1 2"' IV |T(s) 



(29) 



pour tout u, u' 3> 1 et Vs > 1. 



On sait que est holomorphe sur Re(s) > 1. Montrons que converge uniformément sur tout 
domaine de la forme a < Re(s) < /3, avec 1 < a < /3, vers une fonction holomorphe sur Re(s) > 1. On 
établira après que cette limite est £oo. 



De dUl), on a 



d'où on tire, 



1 + e 



2s 



— Ooo, u{t) 



2e 
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Par suite, 

Çu ( ^ ) Çu , oo ( S ) 

En utilisant cette inégalité, on obtient 

(u{s) - Çu'(s) < C«,oo(s) - C«',oo(s) 



<^M ( „ jM(Re(s)) VRe( S )>l. 
1-e |r(s)| 

2e r(Re(s)) 



|r(*)| 



(Cu,oo(He(«)) + Cu',oo(Bfi(s))) VRc(s) > 1 Vt*,u' > 1. 



Si l'on choisit 1 < a < /3. Alors on a déjà montré que la suite (£ U)0o (Re(s))j est bornée sur a < Re(s) < 8 
uniformément en u. Donc, on peut trouver une constante K, qui dépend uniquement de a et j3 telle que 



Çu(s)-Çu'{s) < Cu.oo(s) - C«',oo(s) 



2e 



X VRe(s) > 1 Vu,it' > 1. 



donc, (Cu) >i converge uniformément vers une limite sur a < Re(s) < (3, cette limite est nécessairement 
holomorphe sur a < Re(s) < B. 



Lemme 4.21. Soit une fonction réelle, décroissante et positive. On pose la fonction définie par 

— r 



i f°° 

C(«) = / t»- l e{t)dt, 



pour s € M. On a 



(a) < ^4^C(s), Vs > a > 0. (30) 



Démonstration. Soit a > et s > a, on a 



C(s) = ^/ 0(/)r-'</> 



— / 0(4)*-^ + _ / 0(t)t 



r( 

>mr^ d t 



s - i dt 



n«) Jo 

r( s + i)' 



□ 



Appliquons ce lemme pour montrer que 9 u (t) est uniformément bornée en u pour tout t > 0. De (|30p . 
on a 

< r( "î 1) Cu(^), Vs > t > 0. 

donc, si l'on choisit s > 1, alors Ç u (s) es t fini- En utilisant (12911 . on déduit que pour tout t > fixé, 
6 u (t) est uniformément bornée en u. Cela va nous permettre de montrer que e~ tAE -°° est un opérateur 
nucléaire, mais avant, on rappelle un lemme technique qui nous sera utile : 

Lemme 4.22. Soit {c n ^i : n G N, i S N} une famille de réels positifs, alors on a 

liminfN c n: i > > liminfcnj. 
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Démonstration. Soit N un entier non nul. On a 

JV 

■ / „ 



i=l i=l 
donc 

oo JV 

inf Cfc s > inf c; a, Vn 

- i=l i=l - 

ce qui donne 

TV 

lim inf N c n j > > lim inf c„ j . 

n ^ — ' ' — ' n 

i i— 1 

donc, 



lim inf > c n , > > lim inf c„ i . 



puisque tous les termes sont positifs. □ 
On a 

E lim inf 6 U (t) > lim inf 6 U ^ (t) par (|^5|) 

1 — £ 111— fOO W->00 ' 

= liminf Vo- n fP"e- tAE '") 

n>l 

> ^ \immîa n (P u e~ tAE ") oc par KT3 

n>l 

>5>«(- p00e " tAj,, ~)oo Par (EU) 
n>l 

= 0oo(*)- 

Comme on a montré que 6^(4) est bornée pour t > fixé, alors 

< 00, Vi > 0. 



C'est à dire, on a montré que 

est un opérateur nucléaire. 
De (JSU), gnj| et gT) alors 

d'où on déduit que 



(e u (t)) u >e 00 (t) vt>o. 



(Pu(t)) u >p 00 (t) Vt>0. 

Fixons e > 0, comme (£ u (l + e)) >1 est convergente, on peut trouver une constante réelle c telle que 

ft u (t) < ^-c, V0 < t < 1 +e, Vit > 1. 
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donc, 

Soit Re(s) > 1 + s. On a 

C«(«) = / t S - £ - 2 (t £+1 ^(É))dt + — / t s ~H u {t)dt, Vu > 1. 

Comme converge simplement vers Ooo, alors par le théorème de convergence dominée de Lebesgue : 

Cu(») VRe(s)>l + e. 

Montrons que 

oo 1 

Coo(s) = ^^-, VRc( S ) >1. 

Montrons d'abord que 



\« 

fe=i °°. fe 



Coo( S ) = ET7-' Vs>L 



\s 

fc=l 



Soit 5 > 0, on a pour tout s > 1 + e : 



Cco(s) = — / t s - 1 e oa {t)dt+ t^e^dt 



Comme 



r^y /o^M*)* 6 " 1 " 1 )*' -2-6 *! " ^f^" 1 "" et M*) - 9»(i)e" VlM pour tout i > 5, alors 

fc=i 1 j • 7<5 

" A oo,fc 1 l 5 J «/ Aoo,fe<5 
oo - 

<0(5-i-)+2-_. 



\s 

fe=l °°. fe 



En remarquant que 



On conclut que 



^ i 1 1 r°° 

V = lim V < — / t'-^Mdt. 

oo 1 



fe=i °°. fe 



Soit Re(s) > 1, on pose 

1 W J o \ =JV 
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donc 



On a 



JV-l 



CiV,oo(s) = Coo(s) - Y, TF — ' VRe O0 > i- 



k=l °°. fc 



|CjV,oo(s)| < 



r( s ) 



r(Re( s )) 
l r («)l 



(Coo(Re( S ))-X;-^ 



"' fe=JV 

Le terme à droite tends vers zéro lorsque N se rapproche de l'infini. On conclut que 

oo 

Coo(s) = Ei^' VRc(s) >1. 



JV-1 



Re(s) 
fc— 1 co,k 



Soit Re(s) > 1, on a 



|Cu(*)-C«'(«)| < |Cu(*)| + |C«'(«)| 

<C«(Re(s))+C„'(Re(s)). 



car Ç u (s) = Sfc^i lorsque Re(s) > 1. 

u,k 

Soit Re(a;) > 0. On pose pour tout u > 1 



2vri 



x- s T(s)Cu(s)ds, 



où c est un entier > 1 fixé. 



On vérifie que 9 u {x) = Ylk>i e Xu - kX , \9 u (x)\ < 9{Re(x)), 9 U coïncide avec 9 U sur 
On a 



ao + p{x) pour x assez petit. 



l u (x) - 9 u '{x) 



< 



< 



1 
2Îr~i 

1 



c+zoo 



c— zoo 
c+ioo 



(x- s r( s )Cu( s )-x- s r( s )c U '( s )) 
kl Ro(s) |r( s )|(Cu(Re( s ))+C U '(Re( s )) 
^kr c (c«(c) + C«'(c))^yy( c + ^)| di 



]-oo,-l]U[l,oo[ 



\T(c + it)\dt 



±\x\- c (Mc) + &{c))U \T(c + it)\dt + 
^\x\- c (Uc) + Cu>(c))(J^\T(c + it)\dt + 



et que 



Yl Vk 2 + t 2 \T{it)\dt 

-oo,-l]U[l,oo[ k=0 



c-1 



ïïy^ - /" 

-oo ,-i]u[i,oo[^ = o vl*IV |sinh(7rt)| 



voir formule [U 6.1.29] 
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on vérifie que la dernière intégrale est convergente. Comme converge uniformément sur tout domaine 
de la forme S + 1 > Re(s). Alors il existe une constante réelle K qui dépend uniquement de c telle que 



On en déduit que 



9 u {x) - 6 u >(x) 



Pu{x) ~ Pu'{x) 



<K\x\- c , VRe(x)>0. 



<K\x\~ c , VRe(x)>0. 



Soit r > fixé. On note par D la courbe paramétrée par re M , où — Ç < a < Ç. Si l'on remplace x par 
x 2 dans l'inégalité ci-dessus, et qu'on considère k un entier supérieur à 1, alors on a 



Pu{x 2 ) - p u '{x 2 ) 



dx 



<K I W- 2c - 2k 

D 



dx, 



qui donne 



< Kr- 2c - 2k , Vu,u' Vfc G N>i, 



(on a utilisé le fait suivant : J D x 2 ^ k ^dx = Skjn). 
Par suite, si l'on considère < t < r alors 



\pu(t 2 )\ < J2\ a u,k\ t2k 
k>l 

oo 

El 2k ^ ^ l l 
\a u ,k — a u ',k\t + } J \a u ',k\t 

k>l k=l 
k>l k=l 



En fixant u' , on peut trouver une constante K' et un réel t > telle que 



00 .2 

Ek.'.*!* 2 *^!-^ vte[o,t ]. 



k=i 

On conclut qu'il existe une constante K" telle que 

\Pu(t)\ < K"t, Vu » 1, VO < t < min(VMo). 

Or, on a montré que p u converge simplement vers poc, donc 

\Poo(t)\ < K"t, VO < i < mm(^/r,t a ). 

en d'autres termes p<x>(*) — 0(t). Par conséquent ^ admet un prolongement analytique au voisinage de 
s = avec 

dt + a_i+a + / dt. 

t Jo t 



~(0) = / 
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Comme 

0u(t) < e u (i)e- x ^ {t ~^ Vt > 1. 

D'après (|7.17p . on peut trouver une constante c > telle que À Ui i > c pour tout u > 1. Rappelons que 
(^«(1)) es t bornée. Par conséquent, il existe M > telle que 

u (t) < Me~ ct Vt > 1. 

Aussi, on a montré que 

\pu(t)\ < K'% Vu > 1 VO < t < min(Vr^o). 
On déduit à l'aide du théorème de convergence dominée de Lebesgue que 

et 



t J u UM-OO J Q t 

Par conséquent, 

(C(o)U^C(o). 

En particulier 

(C(0)) peN ^C(0). (31) 

Rappelons qu'on a montré à l'aide de la formule des anomalies que la suite des métriques de Quillen 
suivante : 



converge vers une limite qu'on a noté par hqtrx,u) X );(E,hoo)) 



Montrons que 

(hL*,((,X, ux );(E,h p ))) 

converge vers ft..t, 2 ,((x,a;x);(.E,/ioo))' Pour cela, on a besoin de la proposition suivante : 

Proposition 4.23. Soit (JT, lu) une surface de Riemann compacte. Soit E = (E, He) un fibré en droites 

muni d'une métrique hermitienne C°° . On note Kx = f^' "* qu'on munit de la métrique induite par lu et 
E* le fibré dual muni de la métrique duale. 
On a 

A" *i b = — *i pAp. 

K X ®E* L ' a & 

où on a noté par A* l'opérateur Laplacien généralisé agissant sur A^°'*'(X, *). En particulier, 

ker(A^) ^^^(X^Kx^E*)^. 
Démonstration. Soit £ G A*- ' 1 ) (X, E). On a 

= *i,e9e *ô,e ^k x ®e* *i,e S, 
= *i,Ed E d* E £, 
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Comme ker A° Kx ^ E , = H°(X, K X ®E*), alors 

ker = *- l E (H (X, K X ®E*)). 



□ 



Proposition 4.24. Soit (h p ) peN une suite de métriques hermitiennes continues qui converge uniformé- 
ment vers hoc sur E, un fibré en droites sur une surface de Riemann compacte. 
Alors pour tout G (X, K x ® E*), 

1. 

(*~- £) > *~- £ 



pour la métrique L 2 où q G N U {oo}. 



2. 



((*l,S p ^'*l,i p ^)L2,p 



> 

pGN pM-oo 



Démonstration. Soit £ e ^(O- 1 ) (J5f, K X ®E*). Comme X est compacte, on peut supposer que £ = g dz®T* 
avec g G ^4(°'°) (X) et r une section holomorphe locale de E. On a pour tout p, q G N 



*ii {gdz®T*) -*^- (gdz®T*) 



L 2 .oo 



r*(r) , ,_ 

g dz T — ; \ rfz <X> T 



/i 9 (r,r) 



h p (T,T) 
1 



hp(T,r) h q {T,r) 

h* p (T*,T*)-h* q (T*,T*) 2 



L 2 ,oo 
2 

hoo{T, r)dz A e?z 



/loo (T*,T*) 



K (r*,T*)dz Adz. 



Donc, 

(*i,Ë p ^)peN *i,Ë 00 t> 

pour la norme L 2 ^. 
Montrons que, 

On suppose que £' = /dz (g) cr*, on a 

(*ri €>*r* Ol» p 4/ g ^r^f^ ^ (r.^Adg 

^ ^ ' p 2ttJ x h p (T,T)hp{a,a) 
= ^J x gfh* p (T*,o-*)dzAdz. 

Comme (ftp) p£N converge uniformément vers /i^ sur S, alors (ftp) p£N converge uniformément vers h*^ 
sur E*, donc 

((*ri P ^*ri P ^')L 2 ,p) peN (*ïi 00 ^*ïi 00 OL»,oo- 

n 
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Comme application, on obtient : 

(Vol L * tP (H\X,E))) ► Vol L * t00 (H\X,E)). 

On réécrit donc (pTTj) sous la forme : 

r((X,u,x);(£,M) =C(0). 

□ 

5 Variation de la métrique sur TX 

Dans cette partie on étudie les différents objets spectraux associés aux métriques intégrables sur le 
ffbré tangent d'une surface de Riemann compacte. Cette étude est plus simple contrairement au cas de 
E où on avait besoin de supposer que la métrique de E soit 1-intégrable. 

Soit X une surface de Riemann compacte et E un ffbré en droites holomorphe sur X. On munit 
X d'une métrique intégrable hx,oo- Par hypothèse il existe une décomposition de hx,oo — ^1,00 ® ^hoo 
en métriques admissibles et des suites (/ii,n)n6N et (hi^n) n &i de métriques positives C°° qui convergent 
uniformément vers /ii j00 respectivement vers /i2.oo- 

Fixons He-, une métrique hermitienne C°° sur E. 

On pose hx, n '■= hn,i ® Vn G N. On considère la famille {hx,u) u>1 associée à cette suite comme 
dans (|7.ip . rappelons que hx,u est une métrique hermitienne sur le fibré TX. 

On note par ujx.u la forme volume normalisée associée et par A x u le Laplacien généralisé associé à 
hx, u et à Ke pour tout u e]l, 00 [. 

Pour tout u g]1,oo], on notera par L\ u (resp. (v)i 2 u) la métrique hermitienne (resp. le produit 
hermitien) induits par hx,u et Ke sur A^ ' ^ (X, E). 

Définition 5.1. On pose, pour £ G A°'°(X, E) : 

i=l 

où £ = /» ® °t localement et {-§^} une base locale de TX. On l'appellera l'opérateur Laplacien 

associé à la métrique hx,oo- 

Dans le théorème suivant, on montre que Ax,oo est un opérateur linéaire défini sur A^°'°\X, E) à 
valeurs dans A(°>°)(X, E)^, ( le complété de A^°'°\X, E) pour la métrique L^). 

Théorème 5.2. Avec les notations précédentes, on a : 
1. 
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2. 
3. 

(A,,^)^ > 0, 

pour tout G A°'°(X,E). 
Démonstration. Soit £ € A( 0, °)(X, £), on a pour tout u > 1 : 



/ (Ax,u$, Ax.uOx^x.u = ^- / (A Xll Ç,A Xu ç) hx, u (-7r(x),-x-(xj) dz x Adz x , 
Jxex 2n Jxex y ' Kôz oz J x 

où {^(a;)} est une base locale de au voisinage de x. 

Si l'on note par U un ouvert dans lequel £ = X^i=i fi® a i, alors le Laplacien Ax ]U s'écrit pour tout 
x E U, : 

Ax.^^-^^n^^Cx),— (x)J h E {<J i ,(Ti)- 1 ^- Zx \hE{(7u<J i )^-j ®<Ti. 



i=l 

Pour simplifier les notations, on écrit ||<j|||; = /ie(<x, <t). On a 

, /a 9\/^, /a 9\-i „-2 a /„ l|2 a/ 3 \ /a ax- 1 ,, ,._ 2 a /„ l|2 a/,- 

= /lx -Hâi'âiJ^' lx 'Hâi'âiJ i|(73|Ie âiU^^â^J^^'^^Hâi'âiJ IMb âiV^âï; 

a ax- 1 ^ 2,| n-2 a / 2 a/ fc \ a / 2 a/^ 



^(é'é); EiKii5 2 iKii5 2 è(ii-ii 2 ^)i(Kinf)^(^^) 



On a x i y hx,oo(y-§i, -§^j hx,u(jï£, Jz) est ^ a restriction sur U d'une fonction globale bornée sur X, 

rappelons que (h x ,u). > h x ,oo- 

Par une partition d'unité, on établit à l'aide du théorème de convergence dominée que : 



2^ 



On a aussi 



Il 1 1 2 

= lim \\A V f L . 



(A x>00 (/«)cr),.9«)T) i2 oo = y h E (a 7 a)- 1 — (h E (<J,<T)^z)ghE{o-,T)dz Adz 
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par linéarité, on déduit que 
pour tout G A(°>V(X,E). O n a 



hE(a,r) — —dz Adz, par (|3.4p 
= (/®^A x<oo ( 5 ®r)) i!!oo . 



(A x ,»e,r) i2 , 00 = (e,A,, oo o 



2^ y (Ax,ooÇ,£)l 2 ,oo w Xoo 

- — / V" hE((T j ,a j y 1 — (h E (a j ,a : j)—^)fkh E (a J ,ak)dz A dz 
^ Jx rr^.. oz\ dz J 

J,K — 1 

7T / E hE^j^^^r^dzAdz, par (EU) 



2^ jx 
> 0. 



i=i 



□ 



Corollaire 5.3. A Yoo admet un noyau de chaleur, qu'on note par e tA x.°= ; t > 0. 
Démonstration. D'après (15.2p . A x œ est un opérateur autoadjoint et positif. Donc de (|7.3p . on déduit 



que A x ^ engendre un semi-groupe e tA *>°° pour t > 



□ 



On introduit la fonction suivante 



d d ^ 



ô x (u) := sup — (log/i„(— , — ) 

l£ x ou V dz dz / 



Vu > 1, 



où J-j est une base locale de TX, Notons que ôx ne dépend pas du choix de la base locale. Comme 
h u = (l-p(u))h p ^+p(u)h p , pour tout p e W,Vu e \p-l,p], alors £ logh u (£, ^r)" 1 = p{u) K -^ K = 
p(u) jf~ P ~i — ~ Qui est une fonction définie sur X entier et puisqu'on a supposé que (h p ) converge uni- 
formément vers /ioo alors il existe c\ une constante réelle telle que 



8 x {u) < ci 
où [u] désigne la partie entière de u. 



h\„] — h 



ul+l 



'M+i 



Vu > 1, 



(32) 



Proposition 5.4. On a 



pour tout Ç £ A°'°(X, E) etu>l. 



du 



L 2 . 



<5x(u)\\A x j\\ L2u , 
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Démonstration. Soit £ e A 0,0 ^, E), n a localement, 



où £ = X)[=i /i ® °îj avec Ji es t une base locale de TX. Donc 

c 

c9« 



SA 9 9 9 

v -(/i®o-i) = j-(logh u ( — ,—)- 1 )A Xu {f l ®a l ), 
ru, \ oz az ' ' 



du 



et par suite, 



Rappelons que (log /i u ( ^- , ^-) 1 ) est une fonction continue globale sur X qui ne dépend pas du choix 
de la base. 



On a 



fdA x ÔA X ' 

1 X -H, 



V du 



du 



(33) 



□ 



Proposition 5.5. La suite ((/ + Aj iU ) ) >i converge vers un opérateur compact qu'on note par 

(A x>oo + I)" 1 : Ho(X, E) — ► W (X, i?). 

Démonstration. Commençons par rappeler que si A est un opérateur Laplacien associé à des métriques 
de classe C°° alors IKA + J)- 1 ]] < 1. 

En effet, on sait que les vecteurs propres de A forment une base orthogonale pour le complété de 
A°'°(X, E) par rapport aux métriques considérées, donc si l'on note par (i>j), une base orthonormale 
formée par des vecteurs propres de A, alors £ G A°<°(X, E) s'écrit sous la forme £ = J^. avec ai E C, 
et on vérifie que 



(A + I)-^ 



E 



<Ei°*i a wi a = iifii 



On a 



A(/ + A,.)-' = -(/ + A ) 



.-18A, 



U + A, 



Vu > 1. 



Soit n <E A(°>°\X,E) et on pose £ = (A x u + I)- 1 n, on a 



ÔAy h 



du 



(A x +7)"^ 



L 2 . 



dA v . 



du 



L 2 , 



< \ô x (u)\ (A x ^,A x j) L2u par© 

= \ô x (u)\ 2 (A XiU {A XtU +I)-\A x JA XiU +I)- l v) L ,, u 

= \5x{u)\ 2 U - (A x ,„ + (A x , u + 1)-^) 

<2\ô x (u)\ 2 \\ V \\l, u , 



G8 



donc 



r) 2 

— A Xu -(Au + I)- 1 <2\ô x (u)\ 2 Vu>l. 

Ou L 2 ,u 



Par suite 



<||(A^ + /)- 1 | 



L 2 ,u 



L 2 ,u 



<V2\ô x {u)\ Vu>l. 



L 2 ,u 



Comme les normes ||| • H^a 
constante ci telle que 



\ip.^ ui u > l} sont uniformément équivalentes, alors il existe une 



d_ 

du 



(I + A x 



<c 2 \ô x (u)\ V«>1. 



L 2 . 



Il est possible d'avoir = 0(^2), puisqu'on a déjà montré, voir (132p . que 

< c i ^pIt- 2 !| Vit G [p - l,p], peN*. 

16X "p-i 



Par conséquent, on obtient pour q > p 



'A, 



L 2 ,oo 



du 



7 + A, 



du 



L 2 . 



< / c 2 |5jf (u)|du 
f q 1 

- y. °^» <i " 



m 1 - 1 - 

,9 p 



V>,<? > 1. 



Notons que pour tout p£ N, l'opérateur (J + A x ) 1 est encore compact dans A°'°(X, E)^. Par suite, la 
suite d'opérateurs compacts ((A Xp + /) _1 ) peN converge vers un opérateur P qui est compact par (|6.1[) . 
on le note par (A x x + J) — 1 . □ 

5.1 Une extension maximale positive autoadjointe de A Xj0 o 

Dans ce paragraphe on établit que Ax,oo admet une extension maximale autoadjointe et positive. 

Théorème 5.6. L'opérateur A x. 00 admet une extension maximale et positive àW2(X, E), on note cette 
extension aussi par Ax,oo ■ On a : 

(I + A X ^)(I + Ax^y 1 = 1, 



sur'Ho(X,E), où I est l'opérateur identité de 1-Lq(X, E). 

(I + A^ 00 )- 1 (/ + A x , 00 ) 
sur'H.2{X,E), avec I est l'opérateur identité de H^iX^E). 



I, 



m 



Démonstration. La preuve de la première assertion est analogue à celle faite dans (14.11) . 
Montrons que : 

(I + A Xi00 )(/ + A^ 00 )- 1 = 1, 

sur H (X, E). 

On fixe i G E). On a, 

lim || A x,„C||i2 u = ||A XiDO Ç|[ ia < oo par (JSHJI , 

et 



SA, 



du 



L-. 



< ô x (u)\\A x j\\ L2 u par 



On déduit qu'il existe une constante C telle que : 

dA 



du 



< C5 x {u) 



L 2 ,u 



pour tout u ^> 1. Rappelons que les normes L\ u sont uniformément équivalentes, on peut donc trouver 
une constante C" telle que : 

^£ <C'S x (u), 

Donc, 

||A*. P £-A x , 9 £|| L2 oo <C' f 5 x {u)du, 

Jp 

Par conséquent (A x p £)pgN converge vers A x with respect to OQ . 

Si V e H Q (X,E) et C e En utilisant (|4~TTjl . on obtient : 

((A x ,oo + /)(A x ,oo + e) i2)OC - ((Ajc,oo + (Ax,oo + /)e) i2;0O 

= lim ((Ajc.„ + J)-V, (Ax,„ + ^)e) L 2 iU 
= lim (^£)r2 „ 

On a donc montré que pour tout tp € Hq (X, E) , 

((A Xi00 + 7)(A X)0O + 7)"V - L2iOO - VC e 
Comme la preuve de (|5.6[) . on montre que 

(A Xoo + /)(A x ,oo+/)" 1 =/• 

sur H (X, E). 
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Montrons la dernière assertion du théorème. Soient £ G TÏ2(X) et i/j G T-Lq(X), on a 



((A x>oo +/)- 1 (A XiOO +/)£,V0 



L 2 . 



((a^oo + m, (a^oo + /)~V) ia>00 

(^,(A Xi00 +J)(A Xl00 +J)-V) £ai00 



Donc, 



sur W (^, 



(A Xi00 + 7)- 1 (A x , 00 + 7) = I, 



Corollaire 5.7. L'opérateur A x œ admet un spectre discret positif et non borné. 



□ 



Démonstration. L'existence du spectre et sa nature est une propriété des opérateurs compacts, voir par 
exemple [T7J théorème 3.4 p. 429]. Pour la positivité du spectre, elle résulte de la positivité de l'opérateur 



Proposition 5.8. 71 existe une famille (h u ) u de classe C°° telle que 



□ 



lim h u = hoo 



et 



Démonstration. On a 



du 



L 2 ,ao 



0(S x (u)) V«»l. 



-tA" 



du 



f e ~(t-^((d u logh u )A u )e- sAU ds par dm 
Jo 



- / e -(*- s ) A " (d u \ogh u )d s 



ds. 



Soit £ G A^°-°'(X,E). Fixons u > 0. Soit (v u ,k) ke ^ une base orthonormale pour l? u formée par des 
vecteurs propres de A x u . Il existe des réels a*;, k G N tels que £ = X^feeN a u,kV u ,k- 
On a 



d t e tAx -"v = - a M ,fcA 

fe6N 



-A 4 ,„t 



Comme a e a < 4e ,Va > 0, alors 



2 

i 2 , 



< 



— Va 2 

fceN 



e n m2 
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donc 



d t e 



-*A, 



< Vt>0. 

L 2 ,u t 



On déduit qu'il existe une constante M indépendante de u telle que 



L 2 .oo t 



M 

< — Vu, Vf > 0. 



Fixons t > 0. On a pour tout u 3> 1 



f e- (t - s)AU ((d u \ogh u ))d s e- sA "ds < f 

H L 2 ,oo H 



L 2 ,oo 



< 



«-^"((^log/^))^-^* 
M'5 x {u) [ O u (l)-ds 

r* i 

<M"5 x {u) J -ds 
= M"ô x (u) log2. 

Par une intégration par parties, on a 

ri 

/ e-^- s ^((d u \ogh u ))d s e- sAU d S 
Jo 

t — 

= e-C-^.^logMe-^.l 5 - f 2 d s {e- {t - s)A ^ ) {d u log h u ) e~ sA ^ ds 
1 J Jo 

/■I 

= e-* A *.«(0 u log/i u )e-* A *,» -e- tA ^(a u log/i u )7- / a ( e -<*- a > AU ) (9„ log ft„) e - sA "à 
= e -* A *.»(0 u lûg/i u ) e -* A *.« _ e -* A x,„( 9t( i g/, M ) /+ / ô 8 (e-- A ")(a u Iog/i u )e-(*- a ) A "ds ) 

où I est l'opérateur identité. Il existe donc, une constante telle que 



t 

I 2 e-^ AU ((d u \ogh u ))d s e- sAU ds 
Jo 



L 2 ,oo 



< M^ô x (u). 



On conclut que 



du 



-tA v 



L 2 ,oo 



0(Jx(«)) Vu»l. 



Proposition 5.9 (Clé). On a, pour tout t > fixé : 



->• e 



-tAv, 



et e * A x,=o es £ utj opérateur compact. 
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Démonstration. Par (|34|) et (|6.ip la suite (e * Ax ") tl converge vers une limite qu'on notera L t , cet opé- 
rateur est compact, par (|6.ip . 



On a pour tout ii> 1, 



-tA„ 



-tA, 



^oo \ q — iA v- 

l 1 - T-) 9 * e x " 
0(-)d t e- tA ^. 



Si l'on fixe to > 0, on obtient 



(d t + A Xoo )L t = Vt>t Q . 



En plus on a Lt — > I quand 1 1 — >■ 0. Mais comme e * x >°° vérifie les mêmes conditions et par unicité du 
noyau de chaleur alors Lt = e~ tAx <°° . 



□ 



5.2 Trace et fonction Zêta 



On considère la métrique L\ x sur A(°>°Î(X,E), (rappelons que L x ^ est induite para hx,oo et Iie)- 
Si T est un opérateur sur le complété de A^°'°\X, E) pour cette métrique, on appelle trace de T et on la 
note par Tr(T) le réel suivant : 

Tr(T) = 2( T &.<»>&.oo) L a )00 . 

fc>0 

lorsque cette somme converge absolument, où (£fc,oo) fegN est une base orthonormale pour L x ao . 



Définition 5.10. On pose 

^X.oo(i) := Tr(P°°e-* Ax '-) Vi > 0, 

où P°° esi Za projection orthogonale pour la métrique L\ x et de noyau H (X, E). On l 'appelle la fonction 
Thêta associée à Ax,oo- 

Proposition 5.11. On a, 

OxMt) < 00 Vf > o, 

c'est à dire que e ~ tAA ''°° est un opérateur nucléaire pour tout t > 0. 
Démonstration. De (|37p . 



Tr((A x ,„+l) 2 )| < |(A X ,»+/ 



Vu > f. 



l.oo 



et de ([67TÔ|) . 



f -e 



1 + e 

pour 0<£<Cletu>l.Or 



< 



(Ax, u + /) 



<i±£ 

l.oo 1 — £ 



A x ,„ + /) 



<Cx,«(2)<oo Vu>l, 
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où Çx,u est la fonction Zêta associée à l'opérateur Ax, u - 

On conclut que (Ax. u +/) 2 sont des opérateurs nucléaires pour L x ^ donc Tr((Ax. u +l) 2 ) est fini. 

D'après le théorème de Lidskii, (voir (16. 7|l ) et comme (Ax,« + 2 est un opérateur nucléaire pour 
-L^j, alors Tr((Ax, u + /) 2 ) est la somme de ses valeurs propres, or elles sont toutes positives, donc 



Tr((A 



x. 



On a 



(Ax.u + I)- 2 -^-(A XtU + l) 2 (Ax,u + I) 



-(A XiU + I) 



du 

2 9AX - (A XiU + (Ax.u + I)-i^(A XtU + I) 



du 



donc 
d 



du 



T,_((A Xi „+7) 2 ) = Tr^A^+Z) 



< 2ôx(u) 



<cô x (u) (A x ,u + I) 



-2 dA x , 


d 


u ^ 


^9A x<u 


' du 




1,00 




1,U 



* dA Xt 
du 



■(A x ,u +1) 2 ) 



[A x ,u + I) par O 
par I37D et 

l'existence de c résulte de (j6.10[) . 



Si l'on pose a(u) = Troo((Ax,u +7) ), alors on obtient : 

d 



Donc. 



log 



du 

a(u) 
a(u') 



a(u) < c5x{u)a(u) Vu > 1. 



< c 



ôx(v)dv 



Vu > 1. 



D'après Q32p . on peut trouver une suite (hx, u )u>i telle que ôx(u) = O(^z), donc on aura 

a{u) ^ < [ U 'o(±)dv =0(i-i) v«>i, 



log 



au 



On en déduit que que u H > a(u) est bornée sur un intervalle de la forme [A, oo[, et on choisit A > 1. 



Pour i > fixé, il existe une constante Ct telle que 

„-ta - C * 



< 



Va > 0. 



(1 + a) 2 

Si l'on note par la fonction Thêta associée à Ax, u , alors 



fc=l fe=0 ^ " ,fe ' 
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En particulier, on a cette inégalité pour tout u > A. Comme u h- > a(u) est bornée sur [j4, oo[ alors on 
conclut, par ce qui précède que pour tout t > fixé, la suite : 

(é , Xu(<)) u > j4 , 

est bornée. 

Pour établir que e _tAx o0 est un opérateur nucléaire pour tout t > 0, il suffit, comme dans le cas de 
E, de montrer qu'il existe < s <C 1 tel que 

0x tOO (t) < i±^liminf0x jU (*) Vt>l, 

1 — £ ui->-oo 

cela implique que 

9x,oo(t)<oo Vt>0. 
Il reste donc à montrer qu'il existe < e <C 1 tel que 

#x.oo (t) < lim inf 6 x . u (t) V t > 1 . 

Soit R un opérateur de rang inférieur à n, (voir ^ pour la définition de a n (-)). Fixons t>0, on a 

^(P^e-*^-)» < ||P°°e- tA ^ -E|| i2)0o 

< Hi^^e - *^ x,oa — P°°e~ t ^ x ' u II + ||_P°°e~ ^x,« _ p u e ~ tAx,u\\ _i_ ||_p u e~ ^x,,, 
— Il IIl 2 ,ooII IIl 2 ,ooII 



< l|P °llz/>l|e~' Ax " x ' -e~ tAx 'H| r2 +\\P°° -P u \\ r2 ||e-* Ax '"|| r2 + ||P u e -* A ^ 

— M l|iJ M W L 2 ,oo II IIL J ,ooll IIL J ,oo II 



On a alors 



Comme e tAx u (resp. P") converge pour la norme L 2 vers e tAx .°° (resp. vers P°°) et que la suite 

rs 

«T-nCP^e-^-Joo < lim inf <7 n (P u e- tA *-) 00 . (35) 



le tAx "|| r , ) est bornée, alors 

I 1 1 1j ,00 ' îi 



Donc, 



9x,ooW = Tr(P°°e- tA — ) 

= ]T ( 7„(P 00 e- tA — )c 



< V lim inf cr„ (P"e- tAx " )oo par flSSJl 

< lim inf V cr„ (P u e~ tAx ^) co par 

121 — >oo — J 

= liminf ||P u e~* Ax ' u ||i )0O voir la définition (|fT2|) . 



Soit e > 0, par le corollaire (|6.10p , on a 
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pour u 3> 1. 

Rappelons que 

En combinant tout cela, on obtient : 



Ox,u(t) = ||^^ tAx -|| lu . 



VX,cc (t) < ^l\immî6 x . u (t). 

1 — S ui->oo 

Ce termine la preuve de la proposition. □ 
Théorème 5.12. On a pour tout t > fixé 

e -*Ax,oo es £ un opérateur nucléaire et on a 



Cx,oo(s) := ^ Tl = f^T / t s - l 9 x>00 (t)dt, 

k=1 A oo,fe 1 l S i ^0 



pour fout s G C, auec Re(s) > 1, es£ prolongeable en jonction méromorphe sur C awec un pôle en s = 1 
et holomorphe au voisinage de s = 0. 
On a 

&,„(a)= r%^* + 7fc».- l -&-.o+ f P -^àdt= lim (C(0)) u>r 

Démonstration. Pour tout fc G N, on a U (£) = X)i=-i b u .i~t l +Pu{t) avec p u (t) = 0(t fe+1 ) pour É assez petit. 
On sait que 

6„,_i = 4^rg(£)Vol u (X), 
et que o Uj o est un invariant qui ne dépend pas de u, voir la formule (|23p . Alors, 



(Vi)„>i ► limite =: ; pour j = -1, 0. 

On pose donc, 

Px,oo(*) :=M*)~ ^y^-^o Vt>0. 
Comme dans le cas de iS, on montre de la même manière que : 

(^.«)„ >1 > 0x,«,(t) Vt > 0, 

(^«(t))^! PX,oo(*) Vt > 0, 

Px,oo(i) = 0(t) V0<t«l. 



On conclut que Cx,oo est holomorphe sur Re(s) > 1 avec un pôle en s = 1 et admet un prolongement 
méromorphe à C qui est holomorphe au voisinage de s = 0. 
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D'après (|7.13p . il existe une constante non nulle C qui ne dépend pas depëN telle que 

Ap,i>C VpeN> 2 , 

et comme 9x,u(t) < e _A " ^ t_1 - ) é'x.«(l) pour tout t > 1 et que (9x,u(t)) u>1 est bornée, alors il existe une 
constante réelle M telle que 

«i, p (i)<Me- cl V>eN> 2 V*>l. 
Donc, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient 

( f°° n , .dt\ f°° n ..dt 

Comme, Vu > 1 

[°° dt f 1 dt 

Cx,u(°) = J e xAt)— + 1K0 - + j o PxAQj > 

(voir, [23J p. 99]) on déduit que 

(CUo)W 2 -^&,oc(o). 

D'après la proposition (|4.23p . (qui est biensûr valable dans cette situation) , on a ker A x u = *ï^ e (h°(X, Kx(& 

E*)j, et rappelons que est donné explicitement dans ([S]), on déduit que *7^e ne dépend pas de la 
métrique sur X, donc de hx,u pour tout u > 1. Par conséquent la suite de métriques L 2 sur A(-E) : 
( h L 2 ,p) pe m converge vers h L i^. 

Ce qui implique que la suite (|| • ||q,p) ^ des métriques de Quillen associées aux métriques h p admet 
une limite quand p tend vers l'infini. Mais rappelons qu'on a montré que suite converge vers limite en 
utilisant la formule des anomalies et qu'on a noté cette limite par T g ((X, 0Jx,oo)';E) qu'on a appelé la 
torsion analytique généralisée associée à la donnée [(X, L)x,oa)\E) ■ 

Notre résultat s'écrit donc comme suit : 

C,'x,oo(P)=T a {(X,u x ,oo);Ë). 

□ 

6 Les opérateurs compacts, un rappel 

Soit H un espace de Hilbert et < -, • > le produit hermitien (resp. || • || la norme ) associé. Si IV est 
un autre espace de Hilbert, on note par L (71,71') l'espace des opérateurs linéaires continues de 7i vers 
7Ï. Lorsque 7Ï = H, on note L(7L) = L{H,H). 

Soit T : 7i — > TV un opérateur linéaire continue. T est dit compact, si l'image de tout borné de 7i 
est relativement compacte dans 7i! . On dit que T est de rang fini si son image est de dimension finie, en 
particulier c'est un opérateur compact. La dimension de l'image d'un opérateur de rang fini s'appelle le 
rang de l'opérateur. 

Proposition 6.1. SoitTi un espace de Hilbert, B(7i) l'espace des opérateurs bornés et JC(7i) l'espace des 
opérateurs compacts. On a, K(7i) est sous espace fermé de B(7i). 
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Démonstration. Voir, par exemple [161 proposition 1.4]. □ 
Soit T £ L{%). Pour tout n G N, on pose 

a n (T) =inf{||T- R\\ : R € L(H),Tg(R) < n}, 

On sait que T est compact si et seulement si la suite ( cr n(T 1 ))„ gN tend vers 0, voir [Tïïl p. 232]. On 
suppose dans la suite que T est compact, et on appelle a n (T) la n-éme valeur singulière de l'opérateur 
compact T. 

i 

On a P := (T*T\ 2 (où T* est l'opérateur adjoint de T) est un opérateur autoadjoint et compact ; on 
note par (/ i n(î 1 )) ngN l'ensemble de ses valeurs propres non nulles ordonné en une suite décroissante et 
comptées avec leur multiplicités (par définition, la multiplicité de A une valeur propre non nulle, notée 
d\ est la dimension de ker(AI — P)). 

On montre que 

fi n (T)=a n (T) VneN, 

voir par exemple [THl p. 246]. 

Définition 6.2. Soit T un opérateur compact. Soit (/i„(T)) N l'ensemble des valeurs singulières de T 
ordonné par ordre décroissant. On pose 

||T|| i: =]>>„(T). 

neN 

si \\T\\i < oo alors T est appelé opérateur nucléaire et \\T\\i sa norme nucléaire. 

On note par Ci(H) l'ensemble des opérateurs nucléaires. On a 
Proposition 6.3. Ci ("H) est un espace vectoriel et \\ • ||i est une norme surCi(l-L). 

Démonstration. Voir [8, 15.11 problème 7, c]. □ 

Proposition 6.4. Soit T un opérateur nucléaire. Si (£n)„ gN es t une base orthonormale de %, alors la 
série X^ngN < T^ n ,£, n > converge de somme ||T||i. 

Démonstration. Voir [51 15.11 problème 7, b)]. □ 
Proposition 6.5. Soit T un opérateur compact, on a 

\\T\\i = sup|^~~^|< T^k,Vk >| {£,k},{i]k} bases hilbertiennes deH^, 
k 

et il existe deux sous- ensembles orthonormés et {rjk} de T-L tels que < TÇkiVk pour tout k et 

imii = E fc <m,%>- 

Démonstration. Voir [8j 15.11 problème 7, c)]. □ 

Proposition 6.6. Soit (A n ) jieN la suite de valeurs propres d'un opérateur nucléaire T, comptées avec 
leur multiplicité. On a 
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Démonstration. Voir [221 Théorème 1.15]. □ 

Proposition 6.7. Soit T un opérateur nucléaire, et soit (A„)„gN la suite de ses valeurs propres comptées 
avec leur multiplicité. Alors, J2neN ^" converge absolument et on a 

^A„ = Tr(T). 

Démonstration. Voir [2"2l (3.2)]. □ 
Proposition 6.8. Soient A et B deux opérateurs bornés etT G Ci (H), alors 

\\ATB\U < ||A||||T||i||fl||. 

Soit T-L un espace de Hilbert séparable. Soit A un opérateur compact sur H et (ej) . une base ortho- 
normale de H. Lorsque X)i>o (Aei, eî) est absolument convergente pour une base orthonormale (ej)., et 
donc pour toute base orthonormale de H, on appelle cette somme la trace de A et elle est notée Tr(A). 

Si T est nucléaire, alors 

||T||i = Tr((T*T)i). 
Si A est un opérateur nucléaire, on a les propriétés suivantes : 

Tr(AB) = Tr(BA), (36) 

si B est borné, cf. [17, TR. 2 p.463]. 



\Tr(A)\ < P|| x . (37) 

cf. [TT] TR. 7 p.463]. 

Si (în) neN est une suite d'opérateurs sur T~L qui converge faiblement vers un opérateur T, (c'est à 
dire que W G Ti, la suite (T n v) ne ti converge vers Tv pour la norme de %), alors 



Tr(T,4) = lim Tr(T„A). 

n\-¥oo 

cf. PU TR. 8 p.463]. 

Proposition 6.9. Soit H un espace de Hilbert. Soit (< -, • >u) ueI une famille de métriques hermitiennes 
sur % uniformément équivalentes deux à deux. 
Soit uq G / et T G Ci /tl0 ('H) alors 

1. T est un opérateur nucléaire sur % muni de < -, • > u , pour tout u G /, 

2. Il existe es et Cg deux constantes positives non nulles telles que 

<*\\T\\i,«> < \\Th.u < c 9 \\T\\ hu , Vu,u' G I. 
Démonstration. On commence par rappeler que L(H) est muni de la norme suivante : 

P|| = su P AeL(H). 

xen\{o} INI 

Par hypothèse, il existe Cg, c 9 deux constantes positives non nulles telles que 

c'sIML' ^ \\ x \\u < Cgll x ll«' Va; G H Vu,«'el. 
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d s \\Tx\\ u , ^ \\Tx\\ u ^ c' 9 \\Tx\\ 



Donc, 

ri, UTr.W.., 

Par suite, 

^}\T]U'<\\T\U<^\\T\\ U , 

On en déduit que T est compact pour tout u G /, en effet, si l'on considère F, un fermé borné dans 
{%, < -, • > u ) pour un certain u S /, alors par la dernière inégalité, F est borné et fermé pour <, > Uo et 
comme T € Ci tUo (7-L), donc par définition T est compact dans (H, < -, • > Uo ), alors T(F) est relativement 
compact dans ce dernier espace, en utilisant la même inégalité, on déduit que T(F) est relativement 
compact dans ("H, <, > u ). 

Soit R un opérateur de rang fini inférieur à n, on a 



et donc, 



et par conséquent 



^\\T-R\\ U ,<\\T-R\\ U <^-\\T-R\\ U ,. 
-j<7n(T) u ' < a n {T) u < ^-a n (T) a ,. 



^imi^^liriiL^^iirii!,, 

c 9 c 8 



□ 

Corollaire 6.10. Si (|| ■ || u ) tt >i est une suite de métriques hermitiennes surT-L qui converge uniformément 
quand u tend vers l'infini vers une métrique hermitienne qu'on note par || • |joo •' On suppose que Ve > 0, 
il existe rj > tel que 

(l-e)lleik < ML < (l + e)U\\ u , Vu } u' >ry. (38) 
Alors, on a pour tout < e < f 

-——o- n {T) u > < a n {T) u < \±±o~ n {T) u , VT e L(H), Vn e N, Vu, u' > n. 
1 + e 1 — e 

En particulier, 

\^\\T\\i,u> < \\T\\i, u < l^\\T\\ u > VT G L(H), ^u,v!>V- 



Démonstration. C'est une conséquence de la démonstration de la proposition précédente. □ 

On considère l'espace préhilbertien A 0,0 (X, E) muni de la métrique || • ||x, a -u associée à la métrique de 
E ; h u . On sait que (h u ) u converge uniformément vers une limite hoo, cela donne que (|| • ||l 2 ,u) converge 
uniformément vers || • ||l 2 ,ooj (plus exactement elle vérifie l'assertion (|38p). 

On prend T = Be~ tAE •*», où B est un opérateur borné et tel que t > soit fixé. On a pour u»l 
^h( Se - tAE '*L < -n(Be-^) u < i±£.„(B e -^-)oo- 
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Par suite, 

' ^'iBe-'^HL < \\Be- tA ^l < I±£||fl e -tA*.»|| . (:«)) 



l + s u U1 >°° ~ " U1 ' u ~ 1-e" 

On munit H de la métrique L 2 ^. On a, pour tout t > fixé 



|Be-* AE -«e-* AE HL - llBe-^-IL I < ||B e - tAjt -«e- tAjt -~ - Be~ 2tAE -~ L 

111,00 111, 00 1 — 11 111,00 



et 



| B -tA BlU -tA^ooll _ || Be -2tA E , u || 

! Il 1,00 II II l.OO 



= ||B(e- tAE '" - e- tlXE -™)e- teXE -™\\ loo (40) 
< He-*^- 1 ' - e- tAE '°°\\ T2 \\Be- tAE --\\, 

— Il II .L^.OO II lll.OO 



< \\Be~ tAE ' u e~ tAE ^ - Be~ 2tAE - u L 

— Il lll,00 

< \\Be- tAE --(e- tAE - - e-* AE -~)|L (41) 

— 11 v ' 11 1,00 

< \\p- tA E. u _ „-tA EiCO \\ Il ra -tA Ej „ il 

— e e r2 P c l|l,oo- 



7 Appendice 

Dans ce chapitre on regroupe quelques résultats et lemmes techniques qui seront utilisés dans le texte. 

La proposition suivante a pour but de construire à partir d'une suite discrète (ft-n)neN* de métriques 
hermitiennes sur un fibré vectoriel sur une variété riemannienne, une famille de métriques {h u ) u >\ à 
paramètre continue qui varie de façon C°° et qui préserve les propriétés de la suite (ft. n ) n gN* par exemple 
si (h n ) n est bornée pour la topologie de convergence uniforme, alors {h u ) u >\ l'est aussi. Cela nous sera 
utile pour étudier les variations infinitésimales des différents objets attachés à ces suites. 

Proposition 7.1. Soit X une variété différentielle complexe de dimension quelconque. Soit E un fibré 
vectoriel holomorphe, par exemple TX. 

On note AAet(E) l'espace des métriques hermitiennes continues (intégrables, de classe C°° ...) sur E. 
Soit (/i„)„eN une suite de métriques hermitiennes sur E (non nécessairement de classe C°°), alors il 
existe une famille continue (H(u)) u >i vérifiant : 

1. H(u) est une métrique hermitienne sur E, Vu. 

2. Pour toute section locale s de E, l'application 

H : [l,oo[— >R+ 

u 1 — > H(u)(s, s), 

est de classe C°° . 

3. H(n) = h n , Vn e N. 

4- Si l'on suppose de plus que (h n ) n eN converge uniformément vers une métrique h^, alors la fonction 
u 1 ^ H{u) converge uniformément vers la fonction constante u sur [l,oo[. 

5. Si E est un fibré en droites, alors 

— \ogH(u) = 0{ 



du \ h[ u 

sur X, avec [u] est la partie entière de u. 
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Démonstration. On considère une suite discrète de métriques (h p ) p >2- 

Pour tout n, soit p n une fonction de classe C°° sur K+ croissante positive avec 



pn(x) 



0. 
1- 



x < n 
x > n + 1 



(42) 



On peut supposer que p n (x) = pi(x — n), Va; £ 



On pose iïi : [l,oo[ — > Met; Hi(u) = hi, Vu. Si H2 est la fonction définie comme suit : H^u) = 
(1 — pi{u))H\{u) + pi(u)h2 alors c'est une fonction de classe C°° qui vérifie iÏ2(l) = -Hi(l) = ^1 et 
^2(2) = /i2- Par récurrence, on pose Hk(u) = (1 — pk-i(u))Hk-i(u) + pk-i(u)hk, et on montre que 
Hk(i) = hi, pour i < k — 1 et Hk(k) = hk- 

On considère iî : M + — ^ Aiet(E) en posant iî(u) = H n (u) si u < n — 1 (notons que H n+ i(u) = 
H n (u)) donc 7î est bien définie, de classe C°° et on a iï(n) = h n . 

Supposons que (/i n )ngN converge uniformément vers h^. On montre par récurrence sur k que 

H(u) = (l-p k -i(u))h k - 1 + pk-i(u)h k Vue [fc-l,*]Vfc eN*. (43) 
Par suite, si s est une section locale de E non nulle sur un ouvert U, 

\H(u)(s, s) - h co (s, s)\ < \hk-i(s, s) - h 00 (s, s)\ + \h k (s, s) - h 00 (s,s)\ Vu G [fc - 1, k]. 

Et on a 



d_ 

du 



log H (u)(s, s) 



= \h u (s, s) 1 (d u p k -i){u){h k (s, s) - hk-i(s, s) 



= \d u pk-i(u)\ 
< \d u pk-i(v)\ 



hk{s,s) 



(s, s) 



h u (s,s) 
hk — hk-i 



\d u pk-i(u)\ max 



iam.(hk-i,hk) 

hk — hk-i 



tfe-l 



donc, il existe une constante M > telle que 



-logi^) 



'[u +1 



pour tout u > 1. 



Dans la suite, on note par h u la métrique H{u). 



\hk — hk-i 
hi. 



□ 



On suivra la définition de |18l Appendice, D], pour la définition du noyau de chaleur associé à un 
laplacien généralisé. Soit donc A un laplacien généralisé, on définit l'opérateur de chaleur qu'on note par 
e~ tA en utilisant la théorie des opérateurs. Pour tout t > 0, e~ tA est un opérateur de L 2 {X,E) vers 
L 2 (X,E) qui est de classe C 1 et qui vérifie les propriétés suivantes : pour tout s G L 2 (X,E) 
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U A)e- tA s = 0, 



lime _tA s = s dans L 2 (X,E). 

tl-4-0 



On montre que e est unique. 

Théorème 7.2. Soit A" fine famille de classe C°° de Laplaciens généralisés, alors pour tout t > 0, la 
famille de noyaux de la chaleur e _tA " définit une famille de classe C°° d'opérateurs sur E. En plus, on 
a la dérivée de e~ tA " par rapport à u est donnée par la formule du Duhamel 

9 e- tA " = - /* e- (t -^ Al \d u A u )e- sAU ds. (44) 



du Jo 

Démonstration. Voir [T51 théorème D.1.6] ou [H théorème 2.48]. □ 

On rappelle le théorème suivant qui sera utile dans la suite de l'article : 

Théorème 7.3. Soit V un espace de Banach. Si A un opérateur auto-adjoint et positif, alors —A engendre 
un semi-groupe P(t) = e~ tA formé d'opérateurs positifs, auto-adjoints et de norme < 1. 

Démonstration. Voir p?H Proposition 9.4]. □ 

7.1 Les métriques intégrables 

Soit X une variété complexe analytique et L — (L,\\ ■ ||) un fibré en droites hermitien muni d'une 
métrique continue sur L. 

Définition 7.4. On appelle premier courant de Chern de L et on note C\ (L) G D^-'^ÇX) le courant 
défini localement par l 'égalité : 

c 1 (L)=dd c (~log\\s\\ 2 ), 
où s est une section holomorphe locale et ne s 'annulant pas du fibré L. 
Définition 7.5. La métrique || ■ || est dite positive si C\{L, \\ ■ ||) > 0. 

Définition 7.6. La métrique \\ ■ \\ est dite admissible s'il existe une famille (|| • ||n) ngN de métriques 
positives de classe C°° convergeant uniformément vers \\ ■ \\ sur L. On appelle fibré admissible sur X un 
fibré en droites holomorphe muni d'une métrique admissible sur X . 

On dira que L est un fibré en droites intégrable s'il existe L\ et L^ admissibles tels que 

L = L\ ® L 2 . 

Exemple 7.7. Soit n G N*. On note par 0(1) le fibré de Serre sur P™ et on le munit de la métrique 
définie pour toute section méromorphe de 0(1) par : 

ll-(*)IU= ls{x)l 



max(|a;o|,...,|x T ,|)' 
Cette métrique est admissible. 
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En fait, c'est un cas particulier d'un résultat plus général combinant la construction Batyrev et 
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la première construction 
permet d'associer canoniquement à tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe 
une métrique continue notée |j • \\bt e t déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir 
|19l proposition 3.3.1] et (TÏÏ1 proposition 3.4.1]. L'approche de Zhang est moins directe, elle utilise un 
endomorphisme équivariant (correspondant à la multiplication par p, un entier supérieur à 2) afin de 
construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite notée || • \ \zh,p 
et qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir |26| ainsi que |19l théorème 3.3.3]. 
Mais d'après [TÏÏ| théorème 3.3.5] on montre que 

Il • \\bt = || ■ \\zh, P - 

Que l'on appelle la métrique canonique associée à L. Notons que lorsque L n'est pas trivial, alors cette 
métrique n'est pas C°°. 



7.2 Constante isopérimetrique de Cheeger 

On rappelle un résultat dû à Cheeger donnant une borne inférieure pour la première valeur propre 
non nulle du Laplacien Aq q , en termes de la géométrie de la variété considérée, où Oo est le fibré en 
droites trivial muni d'une métrique constante . Ce résultat, nous a permis de répondre complètement à 
la question (??) dans la situation suivante : Soit (h p ) p ^jq une suite bornée de métriques hermitiennes sur 
P 1 et si l'on note par Ai ;P , pour tout p G N, la première valeur propre non nulle du Laplacien associé à 
((P 1 , h p ), Oo) alors il existe une constante C > telle que 

Xi, P >C, VpeN. 

On va étendre la constante de Cheeger et on établira une inégalité isopérimétrique du même type. 

On termine par résultat plus faible sur la variation de la première valeur propre en famille, c'est l'objet 
de la proposition (|7.17p . 



Définition 7.8 (Constante isopérimetrique de Cheeger). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte 
de dimension n sans bord. On pose 

h(M) := inf A{S) 



(V(M 1 ),V(M 2 )) 

où A{-) dénote le (n — \)-volume dimensionnel, V(-) désigne le volume et l'inf est pris sur l'ensemble des 
sous-variétés à coins compactes S de dimension n — 1, M\ et M 2 sont deux sous-variétés avec bords telles 
que M = Mi U M 2 et dM, L = S, pour i = 1,2. 

Théorème 7.9. Si l'on note par Ai la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé à (M, g) 
alors 

X, > \h\ 

Démonstration. Voir [6]. □ 
Remarque 7.10. Il est important de noter que h est non nulle, voir p. 198] pour le cas n = 2. 
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Proposition 7.11. Soit {M, g) une variété riemannienne compacte. Soit g' une autre métrique rieman- 
nienne telle que 

C x g <g' < C 2 g, (45) 
où Ci deux constantes réelles non nulles, alors 

Démonstration. Il suffit de remarquer que l'inégalité f|45[) est stable par restriction. □ 
Lemme 7.12. On considère la suite (^p) peN de métriques surP 1 définie par 

h p (-,-) = 



alors 



Pour tout zeP 1 et 2 < q < p. 



(1+\z\p) 



2» 2 h a 

— < ^ < 1, 



Démonstration. L'inégalité de droite est évidente. On vérifie que la fonction F p ^ q : x(€ R + ) i— > ^ 1+x ^ 

(l+xi)i 

— — — 

est minorée par 2 p « , donc 

2"^ < -F„+i,„(x) < 1 Vn e N> 2 V.t e M+, 

donc 

2"T < 2^=i ^ 
p 



< Y[F n+hn {x). 



Fp,q( x ) 



□ 



Corollaire 7.13. On considère la suite (^p) p6N précédente, alors 

2~^hp(F 1 ) < h^F 1 ) < 2^h p (P 1 ) Vp,qe N> 2 . 
En particulier, il existe une constante C non nulle telle que 

Xp,x>C, VpeN n > 2 . 

où A Pi i est la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé à la métrique h p . 
Démonstration. C'est une application du (17.91) . (|7.1ip et (|7.12p . □ 
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7.3 Sur la première valeur propre du Laplacien généralisé 
Lemme 7.14. On a 

mî 77 = Ai,/, 

Démonstration. Par la théorie spectrale des opérateurs compacts positifs et autoadjoints, on a les vecteurs 
propres de A-g- forment un système orthogonal complet pour la métrique L 2 . Si £ G A°'°(X, E)Dker(A-^)- L , 
alors il existe des réels a k tels que 

00 

£ = X! afcUfc ' 
fe=i 

où est le vecteur propre associé à la valeur propre A& où on a posé Ao = 0. On a, alors 

00 

(A-g£,£) i2 = ^2 \ a k\ 2 ^k(vk,Vk) L 2 
fc=i 

00 

> Ai |afe| 2 (wfc,Wfe) L2 
fc=i 

= Ai(Ç,£) L2 si £eker(A^. 

□ 

Théorème 7.15. 5oi£ (X, w) une surface de Riemann compacte et L un fibré en droites holomorphe. 
Soit hoc une métrique hermitienne continue sur L. Soit (h n ) n une suite de métriques hermitiennes C°° 
sur L qui converge uniformément vers /lœ. Alors il existe a et deux constantes réelles positives non 
nulles telle que 

a(v, v) L2 q < (v, v) L2 p < 0(v, v) L2 q , (46) 

et 

a(A q v, v) L2 q < (A p v, v) L2 p < P(A q v, v) L2q (47) 
pour tout 1 < p < q et v e A°'°(X, L). 

Démonstration. Soit h une métrique hermitienne de classe C°° sur L. On note par A/, le Laplacien 
généralisé associé. 

Soit v G A°'°(X, L). Localement, il existe /i,...,/. r G A°'°(X) et des sections locales holomorphcs 
ex, . . . , e r de L tels que v = 531=i fk ® e fe- On a donc, 



et 



(A h v,v) L2 h = — ^^h(e k ,e j ){x)-^—(x)—^(x)dz Adz voir 
n Jx kj 

Si l'on pose, localement, 



ï ■= {.h, ■ ■ ■ Jr) et — := (—,...,—) 

v ' oz oz oz ' 
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alors en utilisant les notations introduites, les deux derniers produits hermitiens deviennent : 

(v,v) L2h = f ^Kx)H h (x)î{x))io, (48) 



et 



(A h v,v) L 2, h = J N^(x))H h (x)^(x)jdz A dz. (49) 

On considère une métrique hermitienne continue /ioo sur L et (h n ) n£N une suite de métriques hermi- 
tiennes C°° sur L qui converge uniformément vers sur X. On pose : 

An (») = (Me^ejXz))^ ^ Vn e NU{oo}. 

Comme 

S n (i) = — 4(ï) VneNU{co}, 
/„(x) 

comme la suite (^n) ngN converge uniformément vers hoo, on peut trouver a < 1 < (3 deux constantes 



»<^f- ? P ! S 'f! l<^ Vp.^l.Vxe^, (50) 



réelles telles que 

rv < 

l p {x)\ h q (s,s)(x) 
où s est une section locale non nulle en x de L. 

Fixons i € X, et soient p < q, on a 

a • *f(x)iî ? (x)f(a;) < É f(x)iîp(x)f(a;) < É f(x)iJ 9 (a;)f(a;), 
et 

Vérifions cela, pour simplifier on notera par u le vecteur f ou J= . On a 

/i fc (u,u)(x) = t ûH k (x)u = — -!— - É îL4(2;)u Vfc G N>i. 

De (|50p et notons que la matrice A est positive, on trouve que 

a É û7ï g (a;)u < É ûiïp(x)u < ^viH q (x)u. 
On conclut, en utilisant les expressions (|4"5)) et (|4"ÏÏ)h que 

«(«,«) L 2 !Ç < < L», 9 > 

et 

"(V^) L 2 !g < (ApU.u)^ < /3(A 9Î ;, W ) i2jg , 

Vue A°'°(X,L) etp,ç> f. □ 

Exemple 7.16. Sur P 1 . Soit m un entier positif et p > 2. On considère 0(m) muni de la métrique 
p-éme définie comme suit : 



h p {s,s)(x) = gWfW _ Vï = [x ;h] eP 1 , Vseif^PSOCm)). 

(larolP + laril*) p 
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Proposition 7.17. En gardant les mêmes hypothèses, on montre qu'il existe une constante a/0 telle 
que 

a< ^ < -, Vl«p<a. 
Ai, p a 

Démonstration. Soient q > p > 1. Commençons tout d'abord par montrer le résultat technique suivant : 
Soit v un vecteur propre non nul associé à Ai i9 , alors il existe ai, . . . , a r € C tel 



Pour cela, on va montrer que le système d'équations linéaires ci-dessous avec (ai,...,a r ) comme 
inconnu admet une solution : 

r 

(v, l®ej) i2jp = -^a»(l® e», 1 (g) ej) i2 p , (51) 

i=l 

pour tout j = 1, . . . , r. 

Comme la matrice A :— ((1 <E> e,-, 1 <E> e i)i 2 ,p) 1 < i J<r es t inversible car ei, . . . ,e r est une famille libre 
sur C : vérifions le, si b = (bi, . . . , b r ) G C tel que A ■ b — alors l bAb = 0, en développant ce dernier on 
obtient : 

y^(l®ei,l(g) ej) L2 J)ibj = 0. 
y 

Par sesquilinéarité du produit (•, -) L2 , ce dernier terme n'est autre que 

donc fejej = 0, par suite A est inversible. On conclut que le système linéaire (|51l) admet une solution, 
on pose v' = v + ^î=i a i e ii de (EU on vérifie que v' <E ker(A p )- L . 11 reste à montrer que v' ^ 0. Par 
l'absurde, on aura v = — 52»=i a î(l ® e appartient à ker(A p ), voir (|3.8p . mais si l'on applique A 9 
on trouve que Xi, q v = ce qui contredit l'hypothèse (A g w = Xi, q v ^ ). 

Soit maintenant v un vecteur propre non nul associé à Ai g et on considère u' comme avant, cela nous 
permet de dire que 

r 

(A q v',v') L2q = (A q v,v + ^2 ai (l®ei)) L2q 

i=l 

r 

= ( A i v > v ) L 2, q + {\ v ^Yl a ^ l ® e ^)^., q 

= Xi, q (v,v) L2q , 

et 

r r r r 

= ( V ' V )l,',q + ( U 'X! ai ( 1 ® e ^)L\q + Ç^^i 1 ® e i)^ V ) L ^., q + ^(l ® d) ^ O^l ® C,)) 

i=l i=l 
r r 

= («,«) L 2. 9 + ® e,), a»(l ® e,-)) 

i=l 



£ 2 , 

= 1 i=l i=l 



'i 2 , 

i=l 



8S 



(On a utilisé que (y, l®ej) i2 = 0, cela résulte facilement du fait : (y, l<Eieij L2 = j^— [A q v, l®ej) i2 

M*® = °)-' 



On a donc, pour p < q : 



[A p v',v') L2p 



Kp< — ( , a par (EU 

' V /L 2 ,p 

< V, V Par 63 

1 (A q v',v') 

<~—, par® 

a 



01 + (Ei=l a il® e i!Ei=l a il® e i)i2,, 

<- 



i (vvy 

~~ Al, g, 



n 



d'où 



On peut aussi montrer que 



Ai, P < — Xx, q Vp < g. (52) 



Ai >? 



— — < a Vp < q. 



De la même manière que précédemment : Si v est un vecteur propre non nul associé à A Pj i alors il 
existe v' := v + aj(l <E> eî) <E ker(A 9 )- L \ {0}. On va avoir que 



et 



Donc 



(A p v',v') L2p = (A p v,v) L2p = \ ltP {y,v) L2p , 

( V '> V ')l*, p ^( V > V )li, p - 



(A Q v',v' lT , 



V > V JL',q 



i (A p v',v') r2 
<- ,, f \ ; de gTJ 



1 (V!»)j 

a 



Ml^p 



Par suite 



< — Ai p . 

a 



Ai,, < -Ai.p Vp < g. (53) 



89 



De ([52]) et (53]), on a 



a < -— ^ < — Vp < ç. 

Ai, p a 



□ 
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